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1 Definice (3 otazky)

1.1 Soustavy linearnich rovnic
1.1.1 Definujte rozsitrenou matici soustavy.

Pro soustavu Az = b, kde A € R™*" je matice soustavy, z = (x1,...,2,)7 je vektor nezndmych a b je vektor
pravych stran, je rozsirend matice soustavy:

a1 0 Qin by
Aan —
am,1  * OGmn bm

)

s > 2

1.1.2 Definujte elementarni fadkové operace.
Elementdrni rddkovou dpravou vznikne z matice A matice A’ (A ~~ A’):
(i) vyndsobenim i-tého Fddku ¢t € R\ {0}
(ii) prictenim j-tého rddku k i-tému, kdyz i # j
7 téchto uprav lze odvodit také:
(iii) pricteni t-ndsobku j-tého fadku k i-tému, kdyz j # 4

(iv) prohozeni dvou fadku

1.1.3 Definujte odstupiiovany tvar matice. (REF)

Matice A je v REF, pokud (i) nenulové faddky jsou sefazeny podle pocdteinich nul a (ii) nulové Fadky jsou pod
nenulovymi.
Oznacéme j(i) := min({j : a; ; # 0}). Matice A € R™*™ je v REF pravé tehdy, kdyz 3r € {1, ..., m}:

(1) J(1) <4(2) < ... <j(r)
(i) Vi >nr,Vj:a;; =0
1.1.4 Napiste pseudokdéd pro Gaussovu eliminaci.
Pseudokdéd pro Gaussovu eliminaci
1. Sefad fadky podle poctu pocétecnich nul.
2. Pokud majf dva nenulové fadky stejny pocet pociteénich nul (i-ty a ¢ 4+ 1-nf), tak od i + 1-niho odecteme
LI ngsobek i-tého.
4,5 (1)
3. Opakuj, dokud nemaji kazdé dva nenulové Fddky ruzné pocty pocdtecnich nul.

Algoritmus je kone¢ny, protoze po kroku 2. vzdy vzroste celkovy pocet pocateénich nul alespon o jedna.

1.1.5 Definujte pivot a to slovné i formalné.

Prvni nenulovy prvek a; j(;) na i-tém fadku. V REF prvky na mistech (i, (7)), kde j(i) = min{j : a; ; # 0}.

1.1.6 Definujte volné a bazické proménné.

Necht mame pro matici A’ v REF soustavy A’z = ', potom sloupcové proménné s pivoty znaéime jako bdzické.
Volné proménné jsou vSechny ostatni.

1.1.7 Definujte hodnost matice.

Hodnost matice A, znatend jako rank(A), je pocet pivotd v libovolné matici A’ v REF takové, ze A ~~ A’



1.2 Matice
1.2.1 Jednotkovou matici.

Pro (Vn € N) je jednotkovd matice I,, € R"*™ definovédna vztahy:

1 pokudi=j
(In)i; = 0
0 pokud i #j

1.2.2 Definujte transponovanou matici.
Transponovand matice k matici A € R™*™ je takova matice AT € R"*™ pro kterou plati:
Al = A

1.2.3 Definujte symetrickou matici.

Symetrickd matice je takovd ¢tvercovd matice A € R™*™, pro kterou plati:

Aji = A;j, neboli A = AT

1,59
1.2.4 Definujte maticovy souéin.

Pro soucin dvou matic A € R™*™ a B € R"*P plati (AB) € R™*P:
(AB)ij = aij-bi;
k=1

1.2.5 Definujte inverzni matici.

Inverzni matice k ¢tvercové matici A € R™*" je takova matice A~! € R™*™, pro kterou plati:
A-At =1,

1.2.6 Definujte regularni matici.

Reguldrni matice je takova matice, ke které existuje tnverzni matice.

1.2.7 Definujte singularni matici.

Singuldrn? matice je takova matice, ktera neni reguldrni.

1.2.8 Definujte binarni operaci.

Bindrni operace na mnoziné X je zobrazeni X x X — X.

1.2.9 Definujte komutativni a asociativni binarni operace.

Necht méme mnozinu X a bindrni operaci o, potom je

asociativni pokud plati:
(Va,b,ce X):(aob)oc=ao(boc)

komutativni pokud plati:
(Va,be X):aob=boa

1.2.10 Definujte neutralni prvek.

Necht méme mnozinu X a bindrni operaci o, potom je e neutrdini prvek, kdyz:

(FGee X)(Vze X):z0oe=cox=ux



1.2.11 Definujte inverzni prvek.

Necht mdme mnozinu X a bindrni operaci o, potom je b inverzni a e neutrdlni prvek, kdyz:

MaeX)(FbeX):aob=boa=ce

1.3 Grupy a permutace

1.3.1 Definujte grupu.

Mnozina G s bindrn{ operacf o, je dvojice (G, o) spliujici:
(i) existence neutrdintho prveku
(ii) existence inverzniho prvku

(iii) asociativitu

1.3.2 Definujte permutaci.

Permutace na mnoziné [n] je bijektivni zobrazeni p : [n] — [n]. [n] ={1,...,n})

1.3.3 Definujte permutacéni matici,
Permutacni matice P je takova matice popisujici permutaci, pro kterou plati:

(P);; = 1 pokud p(i) =7
710 pokud p(i) # j

1.3.4 Definujte transpozici.

Transpozice je permutace na mnoziné o velikosti n, kterd mé jeden netrividlni cyklus délky 2 a n — 2 pevngch boduii.

1.3.5 Definujte inverzi v permutaci.

Inverze v permutaci je takovd dvojice prvku (i, 7), pro které plat{ (,7) : i < j a p(i) > p(j).
Mdizeme zapsat také p(i) = j <= p~1(j) =i.

1.3.6 Definujte znaménko permutace.

Znaménko permutace p je ¢islo sgn(p) = (—1)#inverzi vp,

Miizeme zapsat také: (p € Sy,) a sklddd se z k-cykli, potom sgn(p) = (—1)"~F.

1.4 Télesa

1.4.1 Definujte téleso.

Necht K je mnozina a (&, *) jsou bindrni operace na K. Trojici (T, ®, *) potom nazjvame télesem, spliuje-li:
(i) (K,®) tvori Abelovskou grupu s neutrdlnim prvkem 0
(ii) (K \ {0}, *), tvoii Abelovskou grupu s neutrdlnim prvkem 1

(iii) plati distributivita, tedy (Va,b,c € K):a*x(b®c)=axb®axc

1.4.2 Definujte charakteristiku télesa.
Pokud (In € N) takové, ze v télese K plati 1+ 1+ ...+ 1 = 0, potom nejmens{ takové n je char(K) télesa K.
—_—

n-krat
Jinak m4 téleso charakteristiku 0.



1.5 Vektorové prostory
1.5.1 Definujte vektorovy prostor.

Vektorovy prostor (V,®, ) nad téelesem (K, @, %) je mnozina V spolu s bindrni operaci @ na V a bindrni operac{
skaldrniho ndsobku * : K x V. — V| kde:

(i
(i

) (V,®) tvoif Abelovskou grupu
) (

(ili) (Va,b€ K)(Vo € V) : (a*b) *v =ax (bxv) - asociatavita
) (
) (

YoeV):1xv=uv, (kde 1 je neutrdlni prvek pro ndsobeni v K)
(iv) Va,beK)VveV):(a®b)xv=(axv)® (bxv) - distributivita
(v

Prvky K se nazyvaji skaldry a prvky V wvektory.

Va € K)Vu,v € V) :a*x (u@v) = (a*xu)® (ax*v) - distributivita

1.5.2 Definujte podprostor vektorového prostoru.

Necht (V, @, *) je vektorovy prostor nad K, potom podprostor U je neprazdnd podmnozina V spliiujici:

UCSV)NUF#D):
1. (Vu,v € U):u®v € U, neboli: U je uzaviend na operaci @,
2. (MweU)VaeK):axveU,neboli: U je uzaviend na operaci *

3. obsahuje nulovy vektor o.

1.5.3 Definujte linearni kombinaci.

Linedrni kombinace vektoru vy, ...,v, € V nad K je libovolny vektor v = ay - vy + - + ay, - vy, kde a4, ..., a, € K.

1.5.4 Definujte linedrni obal (podprostor generovany mnozinou).

Linedrnt obal £(X) mnoziny X C V, kde V je vektorovy prostor nad K, je prunik vsech podprostoru U z V
obsahujici X.
Neboli: span(X) = £(X) = (U : X C U, Uje podprostorV }

1.5.5 Definujte fadkovy prostor matice a to slovné i formalné pomoci maticového souéinu.

Rddkovyj prostor matice je prostor generovany jejimi fadky. Pro matici A € K™*™

R(A) = S(AT) = Z ziA; .
j=1
R(A) ={(v e K") :v = ATy, y € K™}, vsechny linedrni kombinace Fddkii

1.5.6 Definujte sloupcovy prostor matice a to slovné i formalné pomoci maticového soucinu

Sloupcovy prostor matice je prostor generovany jejimi sloupci. t.j.: Pro matici A € K™*" :

S(A) = &{Au1, . Aun} = > 3 As
j=1
S(A) ={(u e K™):u = Ax,x € K"}, vsechny linedrni kombinace sloupcii

1.5.7 Definujte jadro matice.

Jddro matice A € K™*" je podprostor K™ tvofen feSenimi homogenni soustavy Az = 0.

ker(A) = {(x € K") : Az =0}



1.5.8 Definujte linedrné nezavislé vektory.

Mnozina vektoru X ve vektorovém prostoru V' je linedrné nezdvisld, pokud nelze nulovy vektor ziskat netrividln{

line4drni kombinaci vektora z X.
n

Formalné: vektory v....,v, jsou linedrné nezdvislé <= E a;v; = 0 ma pouze trividlni feSeni a;y = ... = a,, = 0.
i=1

1.5.9 Definujte bazi vektorového prostoru.

Baze vektorového prostoru V je linearné nezavislda mnozina X, ktera generuje V.

1. £&(X) =V, kazdy vektor V je linedrni kombinaci vektori bdze X

2. X je linedrné nezavisla, proto je lin. kombinace unikdtni pro kaZdy vektor V.

1.5.10 Definujte dimenzi vektorového prostoru.

Necht m4 V koneénou bazi. Potom je dimenze V mohutnost jeho baze. Znacime dim(V).

1.5.11 Definujte vektor soufadnic.

Necht X = (v1,...,v,) je koneénd uspoiddand baze vektorového prostoru V nad télesem K. Vektor souradnic
n

u € V vzhledem k bézi X je [u]x = (ai,...,a,)" € K", kde u = Zawi.
i=1

1.6 Linearni zobrazeni

1.6.1 Definujte linedrni zobrazeni.

Necht V a W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem K. Potom zobrazeni f : V — W se nazyvé linedrn{
zobrazent, pokud spliuje:

1. Vu,veV): flut+v)= f(u)+ f(v)
2. MueV),VaeK): fla-u)=a- f(u)

1.6.2 Definujte matici linearniho zobrazeni.

Necht V a W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem K s bdzemi X = (vq,...,v,),Y = (w1, ..., Wy).
Matice linedrniho zobrazeni f : V. — W vzhledem k bdzim X a Y je [f]x,y € K™*", jejiz sloupce jsou vektory
soutadnic obrazu vektoru bdze X vzhledem k bézi Y.

| |
Formélné: [f]xy = [f(’U|1)]Y [f(vr)]y

1.6.3 Definujte jadro linearniho zobrazeni.

Jddro linedrniho zobrazeni f : U — V je ker(f) = {(w € U) : f(w) = 0}.

1.6.4 Definujte matici pfechodu.
Necht X a Y jsou dvé koneéné baze vektorového prostoru V. Matice prechodu od X k Y je identické zobr. [id]x,y.

1.6.5 Definujte izomorfismus vektorovych prostoru.

Bijektivni linedrni zobrazeni f : V' — W, nazyvame izomorfismem prostoru V a W.



1.6.6 Definujte afinni prostor a jeho dimenzi.

Necht U je podprostor vektorového prostoru W a w € W.
Afinnd prostor w+ U je mnozina {w +u | u € U}.
Dimenze afinniho prostoru w + U je dim(w + U) = dim(U).

Muazeme také definovat jako:
Afinni prostor je mnozina A a zobrazeni +: A x W — A, spniujici:

1. WVaeA):a+0=a
2. VaeA),(VWw,weW):a+(v+w)=(a+v)+w
3. Pro dvojice (a,b € A)(Slv e W) :a+v =0».



2 Vety

2.1 Soustavy linearnich rovnic
2.1.1 Uved’te a dokazte vztah mezi elementarnimi fadkovymi operacemi a soustavami rovnic.
Necht Az = b a A’z = b jsou dvé soustavy splitujici (A|b) ~~ (A’[b'), potom obé tyto soustavy maji totozné
mnozniny reseni.
Proof. Cilem je tedy ukdzat {z € R" | Az = b} = {z € R" | A’z = V'}, neboli ukdzat Ax =b < Az =1V

1. Vynasobeni i-tého fadku nenulovym skalarem t¢.

(a) Az =b = Az=1V"
a;’lxl + .+ ag’nxn =ta; 121 + ... +ta; n2n =t(a;121 + ... + @i nTy) = tb; =1

(b) Az =b<=Az=V"
;121 + oo+ Qi Ty = %(tamxl + .t tag ) = %(a;lm + . ta ) = %b; = %tbi =

2. Pricteni j-tého radku k i-tému
(a) Az=b = Arx=V:aj ;71 +..+a,7,=

= (ai,l + aj’l)ml + ...+ (aim + aj’n)xn = (ai’lel + ...+ ai,nxn) + (aj’lxl + ...+ aj,nxn) = bl + bj = b;

b; bj

(b) Az =b<= Az =0V: aj121+ ... + @ nTp =
= (ai71$1 —+ ...+ ai,nxn) + bj — bj = ((1@11[,’1 + ...+ ai,nxn) + (aj11x1 + ...+ ajynxn) — bj =
= (ai,l + ajl)xl + ...+ (ai,n =+ ajyn)xn — bj = (a;71x1 + ...+ agmxn) — bj = b; — bj = bz + bj — bj = bz

3., 4. dokazovat nemusime, jsou odvozeny od prunich dvou.

2.1.2 Vyslovte a dokazte vétu o jednoznacnosti volnych a bazickych proménnych.
Pro A’z =V s (A" | V') v REF a bez pivotu v ', lze jakoukoli volbu proménnych jednozna¢né rozsitit na feseni.

Proof. : Matematickou Indukci podle i = r,r —1,...,1 v i-té rovnici:

0x1 + ... +0zj(;)—1 + a;7j(i)xj(i) + ag’j(i)ﬂxj(i)ﬂ + 0 e = b
Hodnoty nésledujicich bazickych proménnych (1, ..., Tjy jsou zndmy z indukéniho predpokladu, proto je x ;)
jednoznacné: xj(;) = ﬁ()(bg = @ )41+ — e — @ Tn)-
Jednoznacnost Tesent vychdzi z jednoznacnosti bdzickych a volnych proménnijch, protoZe ty to Tesend tvori.

O
2.1.3 Vyslovte a dokazte Frobeniovu vétu.
Soustava Az = b mé FeSeni préavé tehdy, kdyz se hodnost matice A rovna hodnosti rozsifené matice.
Proof. Zvolme libovolné (A'|b') v REF, t. z. (A'|b) ~~ (A|b).
Potom Az = b m§ fedeni <= (A’|') nem4 pivot v ¥ <= pivoty A’ se shoduji s pivoty (A'|Y) <—
rank(A) = rank((A|b)) O



2.2 Matice
2.2.1 Vyslovte a dokazte vétu o vztahu mezi feSenimi Ax = b a Ax = 0.

Necht g splituje Azg = b. Potom zobrazeni T — T + x¢ je bijekce mezi mnozinami {7 :

Proof. Oznacme U ={Z: Az =0} a V = {z: Az = b}.

Az =0} a {x: Az =b}.

Predpoklddejme, ze f : U =V, t.z. f(T)=T+xpag:V = U, t.z. g(x) =z — xy. Potom:

go f je identita na U = je prostd

fogjeidentitana V. = je na } — Je bijektioni.

2.2.2 Uved’te a dokazte vétu popisujici vSechna feSeni Ax = b.

Je-li A € R™*™ matice hodnosti 7, pak vSechna feseni Ax = 0 lze popsat jako © = p1x1 + peo + ... + Pr—rTp_p,
kde jsou p1, ..., Pn—r libovolné redlné parametry a x1, ..., Tn_, vhodnd reseni soustavy Ax = 0. Soustava mé pouze

trividln{ fesen{ « = 0, prave kdyz rank(A) = n.

Proof. Prejmenujeme volné proménné na py, ..., pn_. Zpétnou substituci muzeme vyjadiit kazdou slozku reseni

jako linearni funkci proménnych, t.j.

1 =01,1P1 + o + Q1 n—rPn—r

Tp = Qp1P1 + .- + Qn n—rPn—r

y _ T _ T
Zvolime r1 =Dp1 (al,la (XY} an,l) yery Ip—p = pn—r(al,n—ra ceey an,n—r)
Tyto vektory tesi soustavu Az = 0, protoze kazdy takovy x; pochazi z:

frg=i
SR (%
Je-li rank(A) = n, proménné jsou jen bazické a 0 je pak jediné feseni.
Dusledek: Obecné feseni soustavy Az = b lze vyjadiit ve tvaru x = xg + p1x1 +

libovolné feseni soustavy Az = b.
Dusledek plati diky bijekci mezi feSenimi Az = b a Az = 0. (véta 2.2.1)

oo F P—rTp_r, kde xq je

O

2.2.3 Vyslovte a dokazte vétu o ekvivalentnich definicich regularnich matic.

Pro étvercovou matici A € R™*™ jsou nésledujici podminky ekvivalentni:
i (A 1Y) A- At =1, neboli A je reguldrni
it rank(A) =n, neboli A md hodnost n
iii A ~~ I, neboli A lze prevést na I,
iv Soustavy Az = 0 mé pouze trividlni feseni z = 0.
Proof.

o (ii) < (iv): Z véty o TeSeni homogennich soustav 2.2.2.:

rank(A) =n <= A’ ~ A neobsahuje volné proménné <= existuje pravé jedno feseni

e (ii) = (vit): Podle Gauss-Jordanovy eliminace (i4i) = (i) trividlné.

e (ii) = (i): Oznacme I, = (ey|...les), kde e jsou sloupce matice I,,. Pro ¢ = 1,...,n uvazme soustavy

Ax; = e;. Z rank(A) = n dostaneme feseni A~ = (z1]...|z,).

e (i) = (i) Sporem. Pokud rank(A) < n, pak pro nékteré i muze bat i-ty fddek matice A eliminovén

ostatnimi radky, Az; = e; tedy nemad feSeni, protoze jedinou 1 na i-tém fadku v e
...spor s existenci A7,

; nelze eliminovat nulami.

O



2.3 Grupy a permutace
2.3.1 Vyslovte a dokazte vétu o znaménku slozené permutace.
Véta: Pro libovolné (p,q € S,,), kde S,, je mnozina vSech permutaci na n prvcich, plati: sgn(gop) = sgn(q)-sqn(p)

Proof. Pro pocet inverzi ve slozené permutaci plati, ze: inverze v p a q se navzdjem vyrusi a inverze v gop odpovidd
inverzi v p nebo v q.

# inverzi (q o p) = # inverzi p + # inverzi ¢ — 2|{(é,7) : 1 < j Ap(i) > p(j) A q(p(i)) < q(p(5))}]

2.4 Télesa
2.4.1 Uved’te a dokazte vétu charakterizujici, kdy Z, je téleso
Véta: 7Z, je téleso pravé tehdy, kdyz p je prvocislo.
Proof.
e —: Pokud by p bylo slozené p = a - b, pak a-b =0 mod p, coz je spor s pozorovanim.

e < Je potieba ukdzat platnost axiomu pro télesa. VSechny axiomy plynou z vlastnosti + a - na Z, kromé
existence inverznich prvku, protoze Z neni uzaviend na déleni.:

UkaZme existenci inverzniho prvku v ndsoben{ (Va € [p—1])(Ja~ ' € [p—1]):a-a' =1 mod p
Definujeme pro kazdé a zobrazeni f, : [p — 1] — [p — 1] pfedpisem f,(z) = az mod p

Ukédzeme, ze f, je prosté: Kdyby nebylo, (3b,c,b # ¢) : fo(b) = fo(c) = 0=ab—ac = a(b—c) =0.
Ale vime, ze a # 0 a b # ¢, takze jde o spor.

. HA . [ R T —1\
a a - .
fa je prosté = je na = Ja~! spliujici fo(a™t) =1

2.4.2 Vyslovte a dokazte malou Fermatovu vétu.
Véta: Necht a € {1,...,p — 1} a p je prvoéislo, potom plati: a?~! =1 mod p.

Proof. Pro kazdé a definujeme zobrazeni f, : [p — 1] — [p — 1] pfedpisem f,(x) = az mod p.

Ukdzeme, ze f, je prosté: Kdyby nebylo, (3b,¢,b # ¢) : fo(b) = fa(c) = 0=ab—ac = a(b—c) =0. Ale
vime, ze a # 0 a b # ¢, takze jde o spor.

fa je prosté = je na = je bijekei na [p — 1], proto plati:

p—1 p—1 p—1 p—1
Hx: Hfa(z)z Hamza”flnx — a1l =1
z=1 x=1 z=1 r=1

2.5 Vektorové prostory
2.5.1 Vyslovte a dokazte vétu o pruniku vektorovych prostora.

Necht (U;,i € I) je libovolny systém podprostorti prostoru V. Potom priinik ﬂ U; je také podprostorem V.
iel

Proof. Oznatme W = m U; a ukazme uzavienost na & a *:
il

1. Uzavrenost na &:

(uveW) = Viel):uvel, = VMiel):udvel, = udveW

2. Uzavrenost na x:

MaeK),(ueW) = VMiel):uelU, = (Micl):axueclU, = axueW



2.5.2 Vyslovte a dokazte vétu o ekvivalentnich definicich linearniho obalu.
1 Linedrni obal mnoziny X C V je prunik v8ech podprostoru U z V nad K , které obsahuji X.

2 Linedrni obal mnoziny X je mnozina vSech linedrnich kombinaci vektoru z X.

Proof. Oznacme:

Wy = (] U;

XCU;CV

Wy = {zn:ai-vi:ai e K, v; GX,nEN}
DokaZmézﬁVl =Wy = span(X):
1. Wy C W,
Protoze X C W5, mame W5 mezi protinajicimi se podprostory U;. Z toho plyne W7 C Ws.
2. Wy CW

k k k

uavienost na - :u € Wy — u = Zaﬂh‘ — au= aZaivi = Z(aai)vi — au € W
i=1 i=1 i=1

uzavienost na + : u, v’ € Wy = ... = u+u' € Wy

Kazdy U; obsahuje X a je uzavien na + a -. Kazdy U; tedy obsahuje v8echny linedrni komb. vektoru X.
Proto VU; : Wo C U; — Wy C W;.

O

2.5.3 Vyslovte a dokazte tvrzeni o mohutnostech linedrné nezavislé mnoziny a generujici mnoziny.

Jestlize Y je kone¢nd generujici mnozina prostoru V' a X je linedrné nezdvisla ve V, potom |X| < |Y].

Proof. Predpokladejme, ze Y = {v1,...,v,} a ze z X lze vybrat raznd uy,...,u,y1. Kazdé wu; vyjadiime jako
n

u; = Zamvj. Odpovidajici matice A mé n + 1 fadka a n sloupcu, proto je néktery Fddek linedrni kombinaci
j=1
ostatnich. Tato kombinace také potvrzuje linedrni zavislost wuq, ..., Up41- O

2.5.4 TUved’te a dokazte Steinitzovu vétu o vyméné (véetné lemmatu, pokud jej potiebujete).

Lemma o vyméné Necht X generuje vektorovy prostor V nad K. Jestlize pro vektor (u € V) existujf
n
(v1y ., € X) a (aq, ..., an € K) takovd, ze u = Zaivi, kde a # 0 pro néjaké i, potom span((X \ v;) Uu) = V.
i=0
Proof.
1
u=av + ... + aqv; + ... + apv, — v; = E'(u — Zaivi)
b
Jakékoli w € V muzeme zapsat jako linedarni kombinaci prvki z X. Vyskytuje-li se v; v této kombinaci, dosadime
za v; vyraz vyse. Tim ziskdme w jako linedrn{ kombinaci prvku z (X \ v;) U w.
n
. a;b;
V konetném pifpadé, je-li X = {vl,...,v,} aw = > _bjv;, dostaneme jmenovité w = 2w+ (bj -2 > v;.
i a i
j=1 J#i

O

Steinitzova véta o vyméné Necht X je kone¢n4 linedrné nezdvisld mnozina vektorového prostoru V nad K a
Y je systém generdtoru V.
Potom plati | X| < |Y] a existuje Z, takova ze:

1. &2)=V
2. XCZ

w

|zl =Y
4. Z\XCY

10



Proof. Indukcei dle | X \ Y]
e Zakladni krok X \' Y = (), potom Z =Y.
e Indukénf krok X \' Y # 0

Zvolime libovolné u € X \ 'Y a polozime X' = X \ u.

Protoze mnozina X’ je linedrné nezdvisld a | X'\ Y| < |X \ Y|, podle indukéniho pfedpokladu pro X’ a Y
existuje Z’ splaujici £(Z")=V; X' C Z; |Z'|=|Y]|a Z'\ X' CY.

Pouzijeme lemma o vyméné pro Z' = {vq,...,v,} a u vyménime za v;, takové ze v; € Z' \ X.

Takové v; existuje, protoze jinak by byla X linedrné zavisld. Potom Z = Z’ U \ v; spliuje 1-4.

neboli: mnoZinaY umi vygenerovat u, ale mnoZina X' to nemuze umét, jinak by X' Uu nebylo lin. nezavislé.

O

2.5.5 Vyslovte a dokazte vétu o dimenzi priniku vektorovych prostori.

Jsou-li U, V podprostory koneéné generovaného prostoru W, pak dim(U)+dim(V) = dim(UNV)+dim(L(UUV)).
Proof. Rozsifime bézi X pruniku U NV na bézi Y prostoru U a také na bazi Z prostoru V.

Potom Y|+ |Z] = |X|+ Y U Z| O
2.5.6 Vyslovte a dokazte vétu o vektorovych prostorech souvisejicich s matici A.

Jakdkoli A € K™*™ splauje: dim(R(A)) = dim(S(A)).

Proof. Necht A ~~ A’ v REF, neboli existuje requldrni R takova, ze A’ = RA.

Podle lemmatu uréime dim(S(4’)) < dim(S(A)) a z A = R™1A’ dostaneme dim(S(A")) > dim(S(A)), tudiz
dostavame jejich rovnost.

Déle pro matice A’ v REF plati véta piimo: dim(R(A’)) = pocet pivotu = rank(A’) = dim(S(A")).
Protoze R(A) = R(A’), dostaneme dim(R(A)) = dim(R(A")) = dim(S(4")) = dim(S(A)).

Jingmi slovy, pocet pivoti v Tddcich je roven poétu pivoti ve sloupcich.
(Lemma 7ikd: vyndsobime-li A z leva matici B, pak celkovd dimenze A’ nevzroste). O
2.5.7 Vyslovte a dokazte vétu o dimenzi jadra matice.

Pro libovolné A € K™*" : dim(ker(A)) + rank(A) = n.

Proof. Necht d = n —rank(A) je pocet volngich proménnijch a x1, ..., 4 jsou feseni soustavy Ax = 0 dand zpétnou
substituci.
Tato feSeni jsou linedrné nezavisla, protoze pro kazdé ¢ plati, ze x; je mezi x1,...,x4 jediné, které ma slozku
odpovidajici i-té volné proménné nenulovou.
Vektory 1, ..., x4 tudiz tvoi{ bazi ker(A) a proto dim(ker(A)) =d =n — rank(A).

O

2.6 Linearni zobrazeni

2.6.1 Vyslovte a dokazte vétu o jedinecnosti linearniho zobrazeni.

Necht U a V jsou prostory nad K a X je baze U.
Pak pro jakékoli zobrazeni fy : X — V existuje jediné linearni zobrazeni f : U — V rozsifujici fo,

t.j. Vu e X): f(u) = fo(u).

Proof.
Pro jakékoli w € U existuji jednoznaénd n € No, ai,...,a, € K\ 0 a uy,...,u, € X takovd, ze w = Z?:l a;u;

n n n

Potom f(w) = f (Z ai“i) = Zaif(ui) = ZaifO(ui)' 0
i=1 i=1 i=1

2.6.2 Vyslovte a dokazte vétu o FeSeni rovnice s linearnim zobrazenim.

Proof. O

2.6.3 Vyslovte a dokazte pozorovani o matici slozeného linedarniho zobrazeni.

Proof. O

11



2.6.4 Vyslovte a dokazte vétu o charakterizaci izomorfismu mezi vektorovymi prostory.

Linedrni zobrazen{ f : U — V je isomorfismus prostoru U a V s koneénymi bézemi X a Y pravé tehdy, kdyz

[flx,v je requldrnd.
Proof.
o —: Uvazme g: V — U takové, ze [g]ly,x = [f])—(ly Pak:

[90 flx.x = [flx'y[flxy = I1x) = lid}x x = [ je prosté
[foglvy = [flxylflxy =Ly, = [idlyy = [ jena.

[ yx (flxy = lidlxx = Ix) = Y] 2 1X]| } _
fxy[fyx =lidyy =Ty, = |X|>1Y| = |X|=[Y]

2.7 Grafy a podgrafy
2.7.1 Zformulujte problém o poctu sudych podgrafu a vyreste jej.
Kolik sudych podgrafu obsahuje G7

Proof. Symetricky rozdil A zachovavéa sudé stupné, protoze symetricky rozdil dvou mnozin sudé mohutnosti,
konkrétné hran incidentnich s vrcholem, ma také sudou mohutnost.

|AAB| = |A| + |B| — 2|AN B|
Proto (U, A\, -) tvoiif vektorovy prostor Zy. Pro prostory koneéné mohutnosti plati |U] = |K|¥™(V) O

2.7.2 Zformulujte problém o mnozinovych systémech s omezenimi na mohutnosti a vyreste jej.

Kolik mnozin muze mit n-prvkovd mnozina, pokud kazdd podmnozina mé mit lichou velikost, ale prunik kazdé
dvojice ruznych podmnozin mé mit sudou velikost?

Proof. O

2.7.3 Zformulujte problém o déleni obdélniku na ¢tverce a vyreste jej.

Lze obdélnik s iracionalnim pomérem délek jeho stran rozdélit na koneéné mnoho ¢tverca?
Pro iracionalni pomér zadné takové rozdéleni neexistuje.

Proof. O
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3 Prehled

(U prehledovych otazek uved’te definice, tvrzeni, véty, piiklady a souvislosti. Dikazy u pfehledovych otdzek nejsou
vyzadovény.)
3.1 Soustavy linearnich rovnic
3.1.1 Priehledové sepiste, co vite o elementarnich fadkovych operacich a Gaussové eliminaci.
o Definice: Elementarni fddkové tpravy, Gaussova eliminace, Radkové odstupniovany tvar

o Véta: (2.1.1) Necht Az = b a A’z = b jsou dvé soustavy splitujici (A|z) ~~ (A’|b), potom obé soustavy
maji totozné mnoziny feSeni.

o Zminit Gauss-Jordanovu eliminaci

3.1.2 Priehledové sepiste, co vite o reSeni homogennich a nehomogennich soustav linearnich rovnic.
o Definice: Gaussova eliminace, REF, pivot, volné a bazické proménné, hodnost matice

o Zpétnou substituci lze ziskat kazdé feSeni.

[e]

Véta: (2.1.3) Frobeniova véta: Soustava Az = b mé feseni <= rank(A) = rank(Alb)

[¢]

Véta: (2.1.2) Pro Az =1 s (A'|V/) v REF a bez pivotu v V', 1ze jakoukoli volbu promén. rozsitit na feseni.

[¢]

Véta: (2.2.1) Necht x¢ splituje Azg = b, ppotomzobr.— T + zq je bijekce mezi {Z : Az =0} a {z : Az = b}.

[¢]

Véta: (2.2.2) Je-li A € R™*™ matice hodnosti r, pak vSechna feSeni Az = 0 lze popsat jako z = pjzy +
P2To + ... + Pn—rTn_r, kde jsou pi, ..., pn—r libovolné redlné parametry a x1, ..., xy—, vhodnd TeSeni soustavy
Az = 0. Soustava mé pouze trividlni feseni x = 0, pravé kdyz rank(A4) = n.

3.2 DMatice
3.2.1 Priehledové sepiste, co vite o maticovych operacich.
o Definice nulova matice, jednotkové matice, transponovana matice, symetricka matice
o Definice maticovy soucin, komutativita, asociativita, distributivita, neutrdlni prvek, inverzni prvek
o Ndsobeni skaldrem - komutativni, asociativni, ditributivni na s¢itani, neutrdlni prvek je 1
o S¢itand - komutativni, asociativni, neutralni prvek je nulova matice.

o Maticovy soucin - asociativni, distributivni na s¢itani, neutralni prvek je I,,, NENI komutativni

3.2.2 Priehledové sepiste, co vite o regularnich a singularnich maticich.

o Definice: regularni matice, singularni matice, inverzni matice
o Véta (2.2.3) Pro ¢tvercovou matici A € R™*" jsou nésledujici podminky ekvivalentni:

— (3B): A-B=1, — A je reguldrn{

— rank(A) =n
— A~~~ 1T,
—Az=0 = =0
o (A H)t=4
Proof. (AH) ! =T1,(A")t =447 A )L =4, =4 O

o (AT)fl — (Afl)T

Proof. Vyuzijeme, ze XTYT = (YX)T: ; (A™H)T = (A"H)TAT(AT)"1 = (AAHT(AT)"! = I,,(AT)" ! =
(Aan) 0
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3.3 Grupy a permutace
3.3.1 Priehledové sepiste, co vite o binarnich operacich a jejich vlastnostech.

o Definice: Binarni operace, relace, kartézsky soucin, zobrazeni na, prosté, bijektivni
o Definice: Asociativita, komutativita, distributivita, inverzni prvek, neutralni prvek

o Piiklady - Grupa, Abelova grupa, Télesa, ...

3.3.2 Piehledové sepiste, co vite o (obecnych) grupach.
o Definice: Grupa, Abelovaka grupa

[¢]

Neutréln{ a inverzni{ prvky jsou uréeny jednoznaéné (Dikaz pfi¢tenim nuly/ ndsobenim jednickou)

[¢]

Plati ekvivalentni ipravy a =b <= coa=cob <= aoc=boc
() =a

(b))~ = (bt

[¢]

[¢]

[¢]

Pifklady: aditivni grupy, multiplikativn{, ostatni (symetrickd - mnozina permutaci na 1 az n)

3.3.3 Priehledové sepiste, co vite o permutaénich grupach.
o Definice: Permutace, permutacni matice, transpozice, inverze, znaménko

o Véta: (231) Pro libovolné (p,q € Sn) : Sgn(q op) = sgn(q) . sqn(p),

3.4 Télesa
3.4.1 Priehledové sepiste, co vite o télesech.

o Definice: Télesa, charakteristika télesa

[¢]

Véta (2.4.1) Z, je téleso prave tehdy, kdyz p je prvocislo

[¢]

Véta (2.4.2) Necht a € [p — 1] a p je prvoéislo, potom platf a?~! =1 mod p

[¢]

Véta Charakteristika télesa je vzdy 0 nebo prvoéislo (dikaz sporem)

Vlastnosti:

[¢]

— VYa,ax0=0
—ab=0 = a=0VvVb=0

Proof. Sporem: Ja~1,b7 ! :1=a"tabb™ ! =aba b7t =0a" b7 =0
—a(-1)=-a
Proof. 0=0a=(1-1)a=1la+ (-1)a = —a=(-1)a
o Priklady: R,Q,Z,, raciondlni lomené funkce

o Télesa nejsou Z, kde p neni prvocislo

3.5 Vektorové prostory
3.5.1 Priehledové sepiste, co vite o vektorovych prostorech a jejich podprostorech.

o Definice: Vektorovy prostor, podprostor, linearni kombinace, linedrni obal,
o Véta (2.5.1) Prinik podprostoru je podprostor (ovéii se uzavienost na +,.)
o Pojem skalar, vektor

o Piiklady: K", posloupnosti, funkce, polynomy

cal=0u=0

ocau=0 = a=0Vu=0
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3.5.2 Priehledové sepiste, co vite o vektorovych prostorech urcenych s matici A.
o Definice Radkovy prostor, sloupcovy prostor, jadro
o Véta o shodnosti dimenz{: dim(R) = dim(S)
o Elementdrn{ rddkové dpravy zachovéavaji fadkovy prostor, sloupcovy zachovévat nemusi. (+ Jadro)

o dim(R) = rank(A), dim(KerR) + rank(A) =n

3.5.3 Priehledové sepiste, co vite o linearni zavislosti.

o Definice: Linearné nezavislost

o Priklady:

x| = 1{X: {0} zavisld

jinak nezavisla

0 € X = X je linearné zavisla.
— Rédky/ sloupce diagonalni matice jsou linedrné nezavislé.

— Nenulové fadky v matici v REF jsou linearné nezavislé

o Y je linearné nezavisla a X CY = X je linearné nezavisla

(@]

X je linearné zavisla a X CY = X je linedrné zavisla

(@]

X je linedrné nezavisld <= Vu € X :u ¢ £(X \ u)
o Asi je mozné zminit béze

3.5.4 Priehledové sepiste, co vite o bazich vektorovych prostori.
o Definice: Baze, vektor soufadnic

o Pro libovolnou bézi plati: (pfedpoklady neuvddim) [z|g + [y]B = [z + y]B, [az]s = a[z]B

o]

Veta: £(X)=V,VY Cc X: £(Y) #V = X je béze.

o]

Dusledek: Kazdy prostor mé bézi.

¢}

7 kazdého systému generdtoru lze vytvorit bazi

o Steinitzova véta o vyméné (+ lemma)

o]

Pokud mé prostor koneénou béazi, potom maji vsechny baze stejnou mohutnost

3.6 Linearni zobrazeni
3.6.1 Priehledové sepiste, co vite o linedrnich zobrazenich a jejich maticich.

o Definice Linearni zobrazeni, matice linedrniho zobrazeni, matice prechodu,
o Piiklady: nulové, identické

o Slozeni linearnich zobrazeni je linedrni

o [f(w]y = [fIxy - [ulx

o Skladani zobrazeni vyjadiime sou¢inem matic

o Zobrazeni je isomorfismus, iff jeho matice je regularni,

o pak plati inverzni matice je matici inverzniho zobrazeni

o Vektorovy prostor dimenze n je isomorfni prostoru nad K"
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