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Vyučuj́ıćı: prof. RNDr. Martin Loebl, CSc.

Obsah
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3 Pivotovaćı pravidla geometricky 5

4 Blandovo pravidlo 5

5 Dualita 6

6 Farkasovo lemma a dualita 8

7 Fourier-Motzkinova eliminace 9

8 Veta o oddělováńı 9
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1 Standardńı tvar LP, vrchol, stěny, bázická řešeńı

Definice 1.1. (Úloha LP v kanonickém tvaru) je následuj́ıćı optimalizačńı úloha daná matićı
A ∈ Rm×n a vektory b ∈ Rm, c ∈ Rn:

maximalizuj cTx

pro x ∈ Rn

za podmı́nek Ax ≤ b

Definice 1.2. (Úloha LP v rovnicovém/ standardńım tvaru) je následuj́ıćı optimalizačńı
úloha daná matićı A ∈ Rm×n a vektory b ∈ Rm, c ∈ Rn:

maximalizuj cTx

pro x ∈ [0,∞)n

za podmı́nek Ax = b

Definice 1.3. (Úloha celoč́ıselného lineárńıho programováńı) je následuj́ıćı optimalizačńı
úloha daná matićı A ∈ Rm×n a vektory b ∈ Rm, c ∈ Rn:

maximalizuj cTx

pro x ∈ Zn

za podmı́nek Ax ≤ b

Definice 1.4. (Báze matice) B ⊆ {1, . . . , n} je báze matice A, jestliže AB ̸= 0

Definice 1.5. (Množina př́ıpustných řešeńı) je množina P = {x | Ax = b,x ≥ 0}.

Definice 1.6. (Bázické řešeńı) je x ∈ P , pokud existuje báze B matice A taková, že xi = 0 pro
každé i /∈ B.

Definice 1.7. (Konvexńı mnohostěn) je pr̊unikem konečně mnoha poloprostor̊u:

P = {x ∈ Rn, Ax ≤ b}.

Definice 1.8. (Dimenze konvexńıho mnohostěnu): dimP = max d, t.ž. ∃x0,x1, . . . ,xd ⊆ P
takové, že x1 − x0,x2 − x0, . . . ,xd − x0 jsou afinně (tedy i lineárně) nezávislé.
(plat́ı dim{x0} = 0, dim ∅ = −1.)

Definice 1.9. (Vrchol): znač́ıme v ∈ P ⊆ Rn, pokud existuje c ∈ Rn \ {0}, že cTv > cTy, pro
každé y ∈ P \ {v}.

Definice 1.10. (k-dimenzionálńı stěna): je F ⊆ P , pokud F je k-dimenzionálńı konvexńı mno-
hostěn a pokud (∃c ∈ Rn \ {0})(z ∈ R) : (∀y ∈ F )(cTy = z) a zároveň (∀y ∈ P \ F )(cTy < z).

Věta 1.1. Každou úlohu LP lze převést na standardńı tvar.

D̊ukaz.

(i) Rovnice na nerovnice: Ax = b ⇝ Ax ≤ b ∧ Ax ≥ b

(ii) Nerovnice na rovnice: Ax ≤ b ⇝ Ax+ z = b; z ≥ 0

(iii) Nezáporné na neomezené proměnné: x ≥ 0 ⇝ přidáme podmı́nky na nezápornost jako nerov-
nice

(iv) Neomezené na nezáporné proměnné: xi ∈ Rn ⇝ x+
i − x−

i ; x+
i ≥ 0,x−

i ≥ 0
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■

Pozorováńı 1.1. Každé bázi př́ısluš́ı nejvýše jedno bázické řešeńı.

D̊ukaz.

ABxB = b =

{
xB ≥ 0 x je bázické řešeńı,

xB < 0 x neńı bázické řešeńı.

■

Pozorováńı 1.2. Řešeńı x ∈ P je bázické ⇐⇒ sloupce matice AK, kde K = {i | xi > 0}, jsou
lineárně nezávislé.

D̊ukaz.

⇒ x odpov́ıdá bázi B; K ⊂ B ⇝ z definice

⇐
|K| = m =⇒ K je báze
|K| < m =⇒ rozš́ı̌ŕıme K na bázi K ′.

x je pak jediným řešeńım soustavy AK′x = b.

■

Věta 1.2. Je-li účelová funkce (max cTx, Ax = b,x ≥ 0) s alespoň jedńım př́ıpustným řešeńım
shora omezená na množině P př́ıpustných řešeńı, potom pro každé x0 ∈ P existuje bázické řešeńı x̄
splňuj́ıćı cTx0 ≤ cT x̄.

D̊ukaz.
Necht’ x̄ ∈ P splňuje cTx0 ≤ cT x̄ a zároveň má x̄ minimálńı počet nenulových komponent. Ukážeme,
že je x̄ bázické.
Necht’ K = {x̄j > 0 | j ∈ {1, . . . , n}}.

(a) Sloupce matice AK jsou lineárně nezávislé =⇒ x̄ je bázické řešeńı (viz. Pozorováńı 1.2) .

(b) Sloupce AK jsou lineárně závislé. To povedeme ke sporu.

Jelikož jsou závislé, tak ∃w̃ ̸= 0 takové, že AKw̃ = 0. To doplńıme nulami na w ∈ Rn, kde
w ̸= 0 a Aw = 0.

(i) Necht’ plat́ı cTw ≥ 0 a ∃j ∈ K : wj < 0. Dále definujme x(t) = x̄+ t ·w.

Ukážeme nyńı, že ∃t1 > 0 : x(t1) je př́ıpustné řešeńı. Kdyby cTx(t1) > cTx0, pak x(t1)
má méně nenulových komponent a to nám dává spor.

Vezměme si t ≥ 0 a definujme:

Ax(t) = Ax̄+ t · Aw = b+ 0,

cTx(t) = cT x̄+ t · cTw︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ cT x̄ ≥ cTx0.

A jelikož v́ıme, že wj < 0, ta zvětšujeme t z nuly, zachováváme x(t) ≥ 0 a skonč́ıme v
okamžiku, kdy jedna kladná složka xi = 0.
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(ii) Necht’ cTw < 0. Kdyby to platilo, tak bud’ −cTw = 0, nebo cTw > 0, což oboj́ı implikuje
k tomu, že w nebo −w splňuje (i) .

Nebo může nastat w ≥ 0 =⇒ všechna x(t) jsou př́ıpustná řešeńı =⇒ jsou neomezené
a to nám dává spor.

■

Věta 1.3. Necht’ P = {x ∈ Rn, Ax = b,x ≥ 0} a v ∈ P , potom je ekvivalentńı:

(1) v je vrchol,

(2) v je př́ıpustné bázické řešeńı.

D̊ukaz.

⇒ Plyne z Věty 1.2 a z definice vrcholu.

⇐ Stač́ı vhodně dodefinovat c.

Necht’ tedy ci =

{
0 i ∈ B,

−1 i /∈ B
a necht’ v odpov́ıdá bázi B.

Plat́ı tedy v ∈ P =⇒ cTx ≤ 0. Takže bud’ cTv = 0, pak je optimum, nebo cTx < 0 a pak x
má alespoň 1 složku mimo B. A jelikož každé bázi odpov́ıdá nejvýše jedno bázické řešeńı (viz.
Pozorováńı 1.1), tak v je vrchol.

■

2 Simplexová metoda

Definice 2.1. (Simplexová tabulka): Definujme proměnné x1, . . . ,xn, z, dále všechny bázické
proměnné N = {1, . . . , n} \B, p ∈ Rm, Q ∈ Rm×(n−m), r ∈ Rn−m a z0 ∈ R.
Potom pro bázi B je simplexová tabulka TB:

xB = p+QxN

z = z0 + rTxN

a řešeńım tak je (x, z), pro xN = 0 ⇝ xB = p, z = z0.

Pozorováńı 2.1. (O simplexové tabulce)

(1) TB vznikne elementárńımi řádkovými úpravami z (Ax = b, z = cTx).

(2) Množina řešeńı (Ax = b, z = cTx) a TB je stejná.

(3) Řádkové úpravy jsou násobeny matićı zleva.

(4) Řešeńı xTB je př́ıpustné ⇐⇒ p ≥ 0.

(5) Řešeńı xTB je optimálńı ⇐⇒ p ≥ 0, r ≤ 0.

Definice 2.2. (Pivotovaćı krok) Formálně popsaný převod k daľśı tabulce:
Máme B bázi, kterou uprav́ıme na B ∪ {v} \ {u}.

(a) Vstupuj́ıćı proměnná: xv, že ru > 0.

(b) Vystupuj́ıćı proměnná: xu, že Quv < 0 a − pu
Quv

= min{− pi
Qiv

| i ∈ B,Qiv < 0}.

(c) Úprava tabulky: Převedeme xv na levou stranu a dosad́ıme.
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(d) Pokud neexistuje vstupuj́ıćı proměnná v =⇒ B je optimálńı.
Pokud neexistuje vystupuj́ıćı proměnná u =⇒ úloha je neomezená (viz. Pozorováńı).

(e) Pokud (u, v) existuj́ı, tak B′ je baźı matice A, protože elementárńımi řádkovými úpravami
dostaneme TB′ z TB. Plat́ı tedy, že (AB′)−1 existuje a detAB′ ̸= 0.

Pozorováńı 2.2. Pokud je sloupec Qv matice Q indexovaný v ∈ N nezáporný, pak je úloha ST
neomezená.

D̊ukaz. Necht’ (x, z) je př́ıpustné řešeńı báze B úlohy ST. Pro t ≥ 0 necht’:

x(t)B = xB +Qv · t, x(t)v = 0, x(t)w = 0 pro w ∈ N \ {v}.

Potom hodnota účelové funkce pro x(t) je z0 + t · zv.
Nav́ıc tato hodnota pro t → ∞ jde také do ∞ a každé x(t) je př́ıpustné. ■

3 Pivotovaćı pravidla geometricky

Definice 3.1. (Dantzigovo pravidlo): Pro vstupuj́ıćı proměnnou xβ a vystupuj́ıćı xα vybereme
β ∈ N s maximálńı rβ a zvoĺıme xα libovolně z množiny proměnných.

Věta 3.1. Necht’ x je bázické řešeńı báze B, x′ bázické řešeńı báze B′ := B \ {α} ∪ {β}.
Necht’ B̄ = B ∪ {β} a necht’ P̄ := {z | AB̄zB̄ = b; zi = 0, i /∈ B̄} je př́ımka (afinńı prostor dimenze
1) a x ∈ P̄ ∋ x′. Pak P̄ definuje stěnu P = {z | Az = b, z ≥ 0}.

D̊ukaz. Definujme c = (c1, . . . , cn) předpisem ci = 0 pro i ∈ B̄ a ci = −1 pro i /∈ B̄. Všimneme si
následuj́ıćıch pozorováńı:

� Pokud y ∈ P =⇒ cTy = 0.

� Pokud z ∈ P̄ =⇒ cTz = cT
B̄
zB̄ = 0.

� Pokud z ∈ P̄ ∩ P =⇒ z je optimálńı př́ıpustné
řešeńı (je to stěna).

Pokud z ∈ P \ P̄ , pak Az = b pro z ≥ 0 a ∃i /∈ B̄ : zi > 0. Takže cTz ≤ cizi = −zi < 0. ■

4 Blandovo pravidlo

Definice 4.1. (Blandovo pravidlo): Pro vstupuj́ıćı proměnnou xt a vystupuj́ıćı xs vybereme
nejmenš́ı možné t ∈ N a pro něj vybereme nejmenš́ı možný index s ∈ B. Tento postup necykĺı, ale
je pomalý.

Věta 4.1. Simplexová metoda s Blandovým pravidlem se nezacykĺı.

D̊ukaz. Sporem. Necht’ F ⊂ {1, . . . , n} je množina index̊u vstupuj́ıćı do a vystupuj́ıćıch z cyklu.
Všimněme si, že všechny báze cyklu maj́ı stejné bázické řešeńı x a nav́ıc i ∈ F =⇒ xi = 0.
Nyńı definujme v jako největš́ı index v F , B jako bázi kroku, kde v vstouṕı do báze a B′ jako bázi
kroku, kde v vystouṕı z báze. Označme p,Q, r, z0 pro TB a p′, r′, Q′, z′0 pro TB′ .

Pozorováńı 4.1. rv > 0, ri ≤ 0 a to ∀i ∈ F −B \ {v}.

Pozorováńı 4.2. Necht’ β je vstupńı index pro B′, pak p′vβ < 0, p′iβ ≥ 0 a to ∀i ∈ B′ ∩ (F \ {v}).
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Vytvoř́ıme pomocný lineárńı program (⋆) a ukážeme, že má př́ıpustné řešeńı a že je neomezené.

max cTx, Ax = b, xF\{v} ≥ 0

xv ≤ 0, xN\F = 0

xB\F neomezené.

1. úloha: x je optimálńı př́ıpustné řešeńı (⋆).

(a) xN = 0, xF = 0, x je př́ıpustné řešeńı (⋆) cTx = z0.

(b) z splňuje Az = b =⇒ hodnota ćılové funkce je cTz = z0 + rTxN︸ ︷︷ ︸
≤0 Poz. 4.2.

Poz. 4.1.︷︸︸︷
≤ z0 a to pokud z

je př́ıpustné řešeńı (⋆).

2. úloha: x je neomezený. Necht’ x je bázické řešeńı pro B’. Všimněme si, že z splňuje Az = b.
Potom zB′ = p′ +Q′

zN
, zN ′ = 0. Pro ∀t ≥ 0 tedy definujme x(t):

(1) (x(t))i = 0; i ∈ N ′ \ {B},

(2) (x(t))β = t,

(3) (x(t))B′ uprav́ıme tak, aby Ax(t) = b.

Dostaneme tak, že cTx(t) = z′0 + r′βt → ∞ a že x(t) je př́ıpustné řešeńı (⋆), což nám dává spor s
úlohou 1.

(x(t))i = xi + t · q′iβ


> 0 i ∈ (F \ {v}) ∩B′,

= 0 i ∈ N \ F, ✓

< 0 i = v.

■

5 Dualita

Definice 5.1. (Dualita): Pro linárńı program (P) je duálńı úloha (D). Necht’ A ∈ Rm×n:

(P) max cTx, Ax ≤ b, x ≥ 0,

(D) max bTy, ATy ≥ c, y ≥ 0.

Věta 5.1. (Slabá věta o dualitě): Necht’ x a y jsou př́ıpustná řešeńı (P) a (D), pak cTx ≤ bTy.

D̊ukaz. Vezmeme nerovnost ATy ≥ c a převedeme ji na yTA ≥ cT .
Obě strany vynásob́ıme x, č́ımž dostaneme yTAx ≥ cTx a využijeme vztah z (P), že b ≥ Ax:

yT b ≥ yTAx ≥ cTx.

■

Věta 5.2. (Silná věta o dualitě): Pro (P) a (D) plat́ı právě jedno z následuj́ıćıch:

1. (P) ani (D) nemaj́ı př́ıpustné řešeńı,

2. (P) je neomezená, (D) nemá př́ıpustné řešeńı,

3. (D) je neomezená, (P) nemá př́ıpustné řešeńı,

4. (P) i (D) maj́ı př́ıpustné, tedy i optimálńı řešeńı x∗ pro (P) a y∗ pro (D) a plat́ı cTx∗ = bTy∗.
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D̊ukaz. Předpokládejme, že (P) a (D) maj́ı př́ıpustné řešeńı =⇒ (D) je omezené =⇒ (D) má
optimálńı řešeńı. Použijeme Blendovo pravidlo. Bude to sice pomaleǰśı, ale máme jistotu, že se
program nezacykĺı a že tak dostaneme optimálńı řešeńı.

Převedeme tedy úlohu:
max cTx, Ax ≤ b, x ≥ 0

na ST a dostaneme:
max c̄T x̄, Āx̄ = b, x ≥ 0,

kde Ā = (A | Im) a c̄ = (c | OT
m). Označme x̄∗ optimálńı řešeńı (P) v rovnicovém tvaru.

Posledńı řádek v ST bude mı́t vektor r ≤ 0.

Lemma 5.1. Necht’ y∗ = (c̄TB, A
−1
B ), kde B ⊆ {1, . . . , n +m} je výsledná báze. Potom y∗ je

př́ıpustné pro (D) a cTx∗ = bTy∗, kde x̄∗ = (x∗, x̄∗
n+1, . . . , x̄

∗
n+m).

(Lemma implikuje Větu o dualitě pomoćı Slabé věty o dualitě.)

D̊ukaz:

x̄∗ = Ā−1
B b, x̄N = 0 =⇒ cTx∗ = c̄T x̄∗ = c̄TBx̄B = c̄TB(Ā

−1
B b) =

= (c̄TBĀ
−1
B︸ ︷︷ ︸

y∗

)b = (y∗)Tb

□
Zbývá ukázat, že y∗ je př́ıpustné řešeńı (D), tedy že Ay∗ ≥ c, y∗ ≥ 0.
Ukážeme tedy, že Ay∗ ≥ c, y∗ ≥ 0 ⇐⇒ ĀTy∗ ≥ c̄, y∗ ≥ 0.
Přeṕı̌seme A−1y∗ ≥ c jako ĀT (c̄TBĀ

−1
B )T︸ ︷︷ ︸

w

≥ c a definujme w := (c̄TBĀ
−1
B ĀT )T .

Dokazujeme tedy, že w ≥ c̄:

(a) wB ≥ c̄B: máme wB = (c̄TB����Ā−1
B ĀT

B)
T = c̄B.

(b) wN ≥ c̄N : máme wN = (c̄TBĀ
−1
B ĀT

N)
T = c̄N − r ≥ c̄N , protože r = c̄TN − c̄TBĀ

−1
B ĀT

N ≤ 0 ze
simplexové metody a podle kritéria optimality. Plat́ı tedy wN ≥ c̄N .

Máme tedy x∗, k němu odpov́ıdaj́ıćı př́ıpustné řešeńı y∗ takové, že cTx∗ = bTy∗. A jelikož y∗ je
př́ıpustné =⇒ z Věty 5.1. je y∗ optimálńı.

■

Důsledek 5.1. Úloha LP je algoritmicky ekvivalentńı úloze naj́ıt x ≥ 0, že Ãx = b̃.

D̊ukaz. Mějme LP max cTx, Ax ≤ b, x ≥ 0.

⇒ ✓

⇐ Nejprve zjist́ıme, zda (P) a (D) maj́ı př́ıpustná řešeńı. Pokud ne, tak (z Věty 5.2.) známe řešeńı
LP. Necht’ tedy obě maj́ı př́ıpustná řešeńı a uvažme:

Ax ≤ b, ATy ≥ c, cTx ≥ bTy, x ≥ 0, y ≥ 0.

Za pomoci Věty 5.2. převedeme na rovnicový tvar. Pokud existuje řešeńı (x∗,y∗), pak x∗ je
optimum (P) a y∗ je optimum (D).

■
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Důsledek 5.2. (Podmı́nky komplementarity): Necht’ x je př́ıpustné řešeńı (P) a y je př́ıpustné
řešeńı (D). Potom x,y jsou optimálńı ⇐⇒
(i) xi = 0, nebo AT

i y = ci, kde i = 1, . . . , n

(ii) yi = 0, nebo Ajx = bj, kde j = 1, . . . ,m

D̊ukaz.

cTx =
n∑

i=1

cixi

(i)

≤
n∑

i=1

(yTA)ixi = (yTA)x = yT (Ax) =

=
m∑
j=1

yj(Ajx)
(ii)

≤
m∑
j=1

yjbj = bTy.

Pokud jsou př́ıpustné, plat́ı x = y a jsou tedy optimálńı. ■

6 Farkasovo lemma a dualita

Definice 6.1. (Varianty Farkasova lemmatu):

� (∃x ≥ 0)(Ax ≤ b) ⇐⇒ (∀y ≥ 0)(yTA ≥ 0 =⇒ yTb ≥ 0)

� (∃x)(Ax ≤ b) ⇐⇒ (∀y ≥ 0)(yTA = 0 =⇒ yTb ≥ 0)

Definice 6.2. (Konvexńı kužel): generovaný a1, . . . , an se definuje

cone(a1, . . . , an) = {t1a1 + . . .+ tnan; t1, . . . , tm ≥ 0}.

Tvrzeńı 6.1. (Farkasovo lemma (geometricky) a souvislost s větou o oddělováńı): Na-
stane právě jedna za následuj́ıćıch:

(i) Bod b ∈ cone(a1, . . . , an)

(ii) Existuje nadrovina h obsahuj́ıćı 0 ∈ Rm, t.j. h = {x ∈ Rm; yTx = 0} pro nějaké 0 ∈ Rm tak,
že cone(a1, . . . , an) ⊆ {x; yTx ≥ 0} a zároveň yTb < 0.

Tvrzeńı 6.2. (Farkasovo lemma): Nastane právě jedna z následuj́ıćıch:

(i) ∃x ≥ 0, Ax = b

(ii) ∃y,yTA ≥ 0,yTb < 0.

D̊ukaz.

Farkasovo lemma plyne z Věty o oddělováńı.
Vyjádř́ıme geometricky, vezmeme kužel a
b ∈ cone(a1, . . . , an), kde ai znač́ı i−tý sloupec A.

■

Tvrzeńı 6.3. Ferkasovo lemma plyne ze silné věty o dualitě.

D̊ukaz. Mějme (P) max{0Tx; Ay ≤ b}, (D) min{bTy; ATy = 0; y ≥ 0}.
Plat́ı, že Ax ≤ b má řešeńı ⇐⇒ (P) má př́ıpustné řešeńı a je omezená ⇐⇒ (D) má př́ıpustné
řešeńı a 0 = max{0Tx; Ay ≤ b} = min{bTy; ATy = 0; y ≥ 0}. ■
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7 Fourier-Motzkinova eliminace

Metoda, kde ze soustavy nerovnic s n proměnnými uděláme soustavu n − 1 proměnnými tak, že
zachová řešitelnost. V podstatě Gaussova eliminace pro nerovnice.

Věta 7.1. (Fourier-Motzkinova eliminace): Necht’ Ax ≤ b je systém s n proměnnými a m
nerovnicemi. Pak existuje systém A′x′ ≤ b′ s (n−1) proměnnými a nejvýše max(m, m

2

4
) nerovnicemi

splňuj́ıćı:

(1) Ax ≤ b má řešeńı ⇐⇒ A′x′ ≤ b′ má řešeńı,

(2) Každá nerovnice v A′x′ ≤ b′ je nezáporná lineárńı kombinace nerovnic systému Ax ≤ b.

D̊ukaz. Vynásob́ıme řádky kladnými č́ısly =⇒ A splňuje ai1 ∈ {0, 1,−1}.
Dále definujme C = {i, ai1 = 1}, F = {i, ai1 = −1} a L = {i, ai1 = 0}.
Systém A′x′ ≤ b′ splňuje:

(i) a′Tj x′ + a′Tk x′ ≤ bj + bk pro ∀j ∈ C, k ∈ F ,

(ii) a′Tl x′ ≤ bl pro l ∈ L.

Máme tedy (2) splněno. Stač́ı dokázat ekvivalenci v (1).

⇒ Splněno.

⇐ Necht’ x̃′ = (x̃2, . . . , x̃n) je řešeńı A′x′ ≤ b. Chceme naj́ıt x̃1
′, aby Ax̃ ≤ b.

Z (i) vyplývá vztah a′Tk x′ − bk ≤ bj − a′Tj x′, pro ∀j ∈ C, k ∈ F . Z toho vyplývá, že:

max
k∈F

(
a′Tk x̃′ − bk

)
≤ min

j∈C

(
bj − a′Tj x̃′) .

Zvoĺıme tedy x̃1 mezi těmito omezeńımi.

Takže j ∈ C =⇒ x̃1 + a′T x̃′ ≤ b′j, analogicky pro k ∈ F =⇒ x̃1 + a′T x̃′ ≤ b′k.

´ ■

8 Veta o oddělováńı

Definice 8.1. (Konvexńı množina): Množina X je konvexńı, pokud je mezi každými dvěma body
x, y ∈ X mezi nimi úsečka, tj. t ∈ [0, 1] : tx+ (1− t)y ∈ X.

Věta 8.1. (O oddělováńı): Necht’ C,D ⊆ Rn jsou neprázdné, uzavřené, konvexńı a disjunktńı a
C je omezená. Pak existuje nadrovina {x | aTx = b}, která silně odděluje C a D, tj. taková, že
C ⊆ {x | aTx < b} a D ⊆ {x | aTx > b}.

D̊ukaz. (Náznak d̊ukazu). Vezmeme dva nejbližš́ı body. Pokud je jedna z množin nekonečná, vezmeme
vhodné okoĺı. Pak vezmeme nadrovinu, která je kolmá na vektor bod̊u (rozd́ıl) a lež́ı na p̊uli cesty
mezi body. Oba body lež́ı na r̊uzných stranách, jiné body nelež́ı bĺıž. ■
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9 Minkowski-Weylova věta

Definice 9.1. (Diskrétńı optimalizace): Necht’ X je konečná, φ ⊆ 2x a w : X → Q.
Najděte max

A∈φ
w(A), kde w(A) =

∑
a∈Aw(a).

Definice 9.2. (Konvexńı obal): množiny X ⊆ Rn znač́ıme conv(X) a definujeme jako pr̊unik
všech konvexńıch množin obsahuj́ıćıch X, tedy:

conv(X) = {C | C je konvexńı a X ⊆ C}

Definice 9.3. (Afinńı obal): množiny X ⊆ Rn je pr̊unik všech afinńıch prostor̊u L takových, že
X ⊆ L.

Definice 9.4. (Afinńı kombinace): bod̊u z X je libovolný bod daný výrazem α0a0 + . . .+ αkak,
pro nějaké k ∈ N, ai ∈ X, αi ∈ R,

∑k
i=0 αi = 1.

Věta 9.1. (Minkowski-Weyl): Necht’ X ⊆ Rn, pak X je omezený konvexńı mnohostěn ⇐⇒
existuje V ⊆ Rn tak, že V je konečná a X = conv(V ).

D̊ukaz.

⇒ Indukćı podle dimQ. L je afinńı obal Q⇝ dimL = dimQ.

(i) dimQ ≤ 0 =⇒ |Q| ≤ 1 =⇒ V = Q.

(ii) dimQ ≥ 1 =⇒ L obsahuje př́ımku =⇒ dimL = d ≥ 1. Pro i = {1, . . . ,m}, necht’:

Q = {x | aTi x ≤ b} Pi = {x | aTi x ≤ bi}
Ri = {x | aTi x = b} M = {i | Q ∩Ri ̸= Q},

Jelikož i ∈ M =⇒ dim(Q ∩ Ri) ≤ d− 1, protože Q ⊆ L ∩ Ri ⊊ L =⇒ dle indukčńıho

předpokladu, že i ∈ M =⇒ Q ∩Ri = conv(Vi), kde V =
⋃
i∈M

Vi.

Ukážeme, že Q = conv(V ).

◦ Vi ⊆ Q =⇒ V ⊆ Q =⇒ conv(V ) ⊆ Q.

◦ x ∈ Q, p je př́ımka, p ⊆ L, x ∈ p. Vı́me, že p existuje, protože dimL ≥ 1.

Takže x ∈ p ∩ Q = p ∩ (
⋂
Pi; i ∈ M) =

⋂
i∈M

(p ∩ Pi) ̸= 0, takže p ∩ Q je úsečka s

koncovými body y, z : y ∈ Ri, z ∈ Rj, pro i, j ∈ M .
A tedy y, z ∈ conv(V ), x lež́ı na úsečkách y, z =⇒ x ∈ conv(V ) =⇒ Q ⊆ conv(V ).

⇐ Necht’ V ∈ Rn je konečná a X = conv(V ).

Dále necht’ H = {
(
a
b

)
∈ Rn+1 | a ∈ [−1, 1]n, b ∈ [−1, 1], (∀v ∈ V )(aTv ≤ b)} je omezený

mnohostěn. Podle ” ⇒ ” je H = conv(W ) pro nějaké konečné W .

Plat́ı Y := {x ∈ Rn | (∀
(
a
b

)
∈ W )(aTx ≤ b)} a ukážeme, že conv(V ) = Y .

◦ Dle definice V ⊆ Y =⇒ conv(V ) ⊆ Y .

◦ Pro d̊ukaz Y ⊆ conv(V ) necht’ x /∈ conv(V ) =⇒ Věta o oddělováńı (8.1.) =⇒
∃a, b : aTx > b, (∀v ∈ V )(aTv < b) =⇒

(
a
b

)
∈ H =⇒ x nesplňuje nerovnost z

H =⇒ x nesplňuje nerovnost z W =⇒ x /∈ Y .

■

Důsledek 9.1. Každá úloha diskrétńı optimalizace je úloha lineárńıho programováńı.

D̊ukaz. Pφ = conv(xA | A ∈ φ) ⊆ Rn, kde xA je charakteristický vektor.
Z Minkowski-Weylovy věty (9.1.) v́ıme, že Pφ je mnohostěn =⇒ jde řešit pomoćı lineárńıho
programu. ■
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10 Racionálńı a celoč́ıselné mnohostěny

Definice 10.1. (Celoč́ıselný mnohostěn): P je celoč́ıselný ⇐⇒ má všechny vrcholy celoč́ıselné.

Definice 10.2. (Racionálńı mnohostěn): P je racionálńı ⇐⇒ P = {x; Ax ≤ b} ⊆ Rn a
všechny složky A i b jsou racionálńı.

Věta 10.1. Necht’ P je racionálńı, potom všechny vrcholy P jsou racionálńı a jsou dosvědčeny
racionálńı ćılovou funkćı.

D̊ukaz. Pro rovnicový tvar P = {x | Ax = b, x ≥ 0}.
Vrcholy P odpov́ıdaj́ı bázickým řešeńım

Ax = b, x ≥ 0 =⇒ ∃B ∈ {1, . . . , n}, |B| = m,

že ABvB = b, vN = 0, N = {1, . . . , n} \B.
Tedy vB je jediné řešeńı, a to vB = b · A−1

B =⇒ v je racionálńı.
(Pro nestandardně popsaný P odpov́ıdaj́ı vrcholy Ax ≤ b). ■

Věta 10.2. Mnohostěn P je celoč́ıselný ⇐⇒ pro každý celoč́ıselné w plat́ı, že max{wTx | x ∈ P}
je celé č́ıslo.

D̊ukaz.

⇒ maxwTx, x ∈ P se nebývá ve vrcholu z =⇒ maxwTx, x ∈ P = wTz ∈ Z.

⇐ Necht’ z je vrchol =⇒ z je optimum maxwTx, x ∈ P , pro nějaké w ∈ Z.
Vynásob́ıme w velkým č́ıslem, aby pro každý vrchol u ̸= z : wTz > wTu+ u1 − z1.

A tedy z je jediné optimálńı řešeńı pro w i pro w̄ = (w1 + 1, w2, . . .) =⇒ wTz, w̄Tz ∈ Z =⇒
z1 ∈ Z =⇒ z je celoč́ıselné.

■

11 TU matice a Hoffman-Kruskalova věta

Definice 11.1. (Unimodulárńı matice): Matice A s lineárně nezávislými řádky je unimodulárńı,
pokud je A celoč́ıselná a pokud pro každou bázi B : det(AB) ∈ {−1, 1}.

Definice 11.2. (Totálně unimodulárńı matice): Matice A je totálně unimodulárńı, pokud každá
čtvercová podmatice má det ∈ {−1, 0, 1}.

Věta 11.1. Necht’ A ∈ Zm×n je celoč́ıselná s detA ̸= 0, pak pro každý celoč́ıselný vektor b plat́ı, že

A−1b je celoč́ıselné ⇐⇒ detA ∈ {−1, 1}.

D̊ukaz.

⇐ Cramerovo pravidlo =⇒ A−1 je celoč́ıselný.

⇒ A−1ei je celoč́ıselný ⇐⇒ i-tý sloupec A−1 je celoč́ıselný =⇒
=⇒ A−1 je celoč́ıselné, ale det(A) · det(A−1) = 1 =⇒ det(A) ∈ {−1, 1}.

■
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Věta 11.2. Necht’ A je celoč́ıselná a má lineárně nezávislé řádky, potom {x | Ax = b, x > 0} je
celoč́ıselné pro každé b ∈ Z ⇐⇒ A je unimodulárńı.

D̊ukaz.

⇐ Každý vrchol je bázické řešeńı pro bázi B =⇒ ABzB = b, ZN\B = 0 =⇒ zB = A−1b =⇒
je celoč́ıselné (viz. Věta 11.1.) .

⇒ Stač́ı dokázat, že A−1
B b je celoč́ıselné pro každé b ∈ Z a bázi B.

Necht’ y ∈ Z splňuje y + A−1
B b ≥ 0 a necht’ b̄ = AB(y + A−1

B b), kde b̄ je celoč́ıselný.

Definujme zB = y + A−1
B b, zN\B = 0 =⇒ z je bázické řešeńı (Ax = b̄, x ≥ 0) =⇒ z je

vrchol =⇒ z ∈ Z =⇒ zB = y + A−1
B b je celoč́ıselný =⇒ A−1

B b je celoč́ıselný.

■

Věta 11.3. (Hoffman-Kruskal): Necht’ A ∈ Zm×n, P = {x | Ax ≤ b, x ≥ 0} je celoč́ıselný pro
každé b ∈ Z ⇐⇒ každá čtvercová podmatice A má detA ∈ {−1, 0, 1}.

D̊ukaz. Dodáme pomocné proměnné a převedeme na standardńı tvar. Tedy P převedeme na ST.

P je celoč́ıselný ⇐⇒ max(wTx, x ∈ P ) je celé č́ıslo ∀w ∈ Zn

⇐⇒ P ′ = {z | [A|I]z = b, z ≥ 0} je celoč́ıselný ∀b ∈ Z
⇐⇒ [A|I] je unimodulárńı (viz. věta 11.2.)

⇐⇒ každá báze má det = 1, nebo det = −1

⇐⇒ A je totálně unimodulárńı.

■

12 Chvátalovy řezy

Definice 12.1. (Gomory-Chvátal̊uv řez): Pro Ax ≤ b, A ∈ Qm×n, y ≥ 0, c = yTA, d = yT b.
Pokud c je celoč́ıselné, potom podmı́nka cTx ≤ ⌊d⌋ se nazývá řez.

Definice 12.2. (Chvátal̊uv uzávěr): P ′ = {x ∈ P | x splňuje každý řez }.
Věta 12.1. (O Chvátalově řezu): Necht’ P = {x | Ax ≤ b} je racionálńı mnohostěn, wTx ≤ t,
w ∈ Zn je splněno pro ∀x ∈ P ∩ Zn. Potom existuje d̊ukaz wTx ≤ t′, pro t′ ≤ t.

Věta 12.2. (O Chvátalově řezu): P ∩ Zn = ∅ =⇒ existuje odvozeńı ”0tx ≤ −1”.

Pozorováńı 12.1. P = {x | Ax ≤ b} je racionálńı mnohostěn, PI je konvexńı obal celoč́ıselných
bod̊u P a P ′ = {x ∈ P | x splňuje každý řez }.
Věta 12.3. Chvátal̊uv uzávěr je racionálńı mnohostěn.

D̊ukaz. Mějme P = {x | Ax ≤ b} a předpokládejme, že A, b ∈ Z.

∗

{
P ′ je definované podmı́nkami Ax ≤ b a nerovnicemi (yTA)x ≤ ⌊yT b⌋, 0 ≤ y ≤ 1.

(protože podmı́nek je konečně mnoho, tak P ′ je racionálńı mnohostěn)

Necht’ wTx ≤ ⌊t⌋ je řez odvozený z Ax ≤ b vektorem y a necht’

y′ = y − ⌊y⌋ =⇒ w′ = (y′)TA = w − (⌊y⌋)TA

je celoč́ıselné.
Jelikož t′ = (y′)T b = t− (⌊y⌋)T b se lǐśı o celé č́ıslo od t, tak řez (w′)Tx ≤ ⌊t′⌋ odvozený vektor y′ je
podmı́nka z ∗ a společně s platnou nerovnost́ı

((⌊y⌋)TA)x ≤ (⌊y⌋)T b,

se sečte na podmı́nku wTx ≤ ⌊t⌋ =⇒ ∗ =⇒ P ′ je racionálńı mnohostěn. ■

12



13 Primárńı dualńı algoritmy

Definice 13.1. (T-join) G = (V,E) je graf, T ⊆ V, |V | je sudá, E ′ ⊆ E je T-join, jestli pro graf
H = (V,E ′) plat́ı, že degH(v) je lichý ⇐⇒ v ∈ T .

Definice 13.2. (P-D algoritmus) Algoritmus založený na podmı́nkách komplementarity. Pokud
x je př́ıpustné řešeńı (P) a y pro (D), pak

x,y jsou optimálńı ⇐⇒ (∀u, v ∈ E)(xu,v > 0 =⇒ yu + yv = cu,v).

Př́ıklad 13.1. (Minimálńı perfektńı párováńı)

(P) min
∑

cexe (D) max
∑

yv

∀v ∈ V :
∑
v∈e

xe = 1 ∀u, v ∈ E : yu + yv ≤ eu,v

xe ≥ 0

Postupně upravujeme (M,y), kde M je párováńı v G a y je př́ıpustné řešeńı (D).
Začátek: M ̸= ∅, y = 0
Konec: Pokud M je perfektńı =⇒ (M,y) je optimum (P). To vycháźı z podmı́nek komplementarity.

Je to podobné jako kytičkový algoritmus.

Zdroje

Čerpal jsem z vlastńıch poznámek z hodin plus:

� skripta prof. Jǐŕıho Sgalla

� zápisky z přednášek od Štěpána Vodsed’álka

� ”skripta”(ručně psaná) přednášej́ıćıho prof. Martina Loebla
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	Standardní tvar LP, vrchol, stěny, bázická řešení
	Simplexová metoda
	Pivotovací pravidla geometricky
	Blandovo pravidlo
	Dualita
	Farkasovo lemma a dualita
	Fourier-Motzkinova eliminace
	Veta o oddělování
	Minkowski-Weylova věta
	Racionální a celočíselné mnohostěny
	TU matice a Hoffman-Kruskalova věta
	Chvátalovy řezy
	Primární dualní algoritmy

