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1 Standardni tvar LP, vrchol, stény, bazicka reseni

Definice 1.1. ( Uloha LP v kanonickém tvaru) je nasledujici optimaliza¢ni tiloha dand matici
A € R™™ a vektory b € R™, ¢ € R™:

maximalizuj c’x
pro x € R"
za podminek Ax < b

Definice 1.2. ( Uloha LP v rovnicovém/ standardnim tvaru) je nésledujici optimalizacni
uloha dana matici A € R™*" a vektory b € R™, ¢ € R™:

maximalizuj c’x

pro « € [0,00)"
za podminek Ax =b

Definice 1.3. ( Uloha celoéiselného linedrniho programovdni) je néasledujici optimalizacni
uloha dana matici A € R™*" a vektory b € R™, ¢ € R™:

maximalizuj ¢’

pro x € Z"
za podminek Ax < b

Definice 1.4. (Bdze matice) B C {1,...,n} je bize matice A, jestlize Ap # 0
Definice 1.5. (Mnozina ptipustniych Feseni) je mnozina P = {x | Az = b,x > 0}.

Definice 1.6. (Bdzické teSeni) je x € P, pokud existuje baze B matice A takovd, Ze x; = 0 pro
kazdé i ¢ B.

Definice 1.7. (Konvexni mnohostén) je prunikem konetné mnoha poloprostoru:
P ={x e R", Ax < b}.

Definice 1.8. (Dimenze konvexniho mnohosténu): dim P = maxd, t.z. Jxg, x1,...,24 C P
takové, ze x; — xg, Ty — Xp, ..., Tq — Xo jsou afinné (tedy i linedrné) nezavislé.

(plati dim{xzo} = 0,dim() = —1.)

Definice 1.9. (Vrchol): znacime v € P C R", pokud existuje ¢ € R™\ {0}, Ze ¢'v > Ty, pro
kazdé y € P\ {v}.

Definice 1.10. (k-dimenziondlni sténa): je ' C P, pokud F je k-dimenziondlni konvexni
mnohostén a pokud (e € R*\ {0})(z € R) : (Vy € F)(c'y = z) a zéroven (Vy € P\ F)(c'y < 2).

Veéta 1.1. Kazdou ulohu LP lze prevést na standardni tvar.
Diikaz:
(i) Rovnice na nerovnice: Az =b ~» Az <b AN Ax>b
(ii) Nerovnice na rovnice: Az <b ~» Ax+z=b;, 2>0

(iii) Nezdporné na neomezené proménné: & > 0 ~» piiddme podminky na nezapornost jako
nerovnice

(iv) Neomezené na nezdporné proménné: z; € R* ~ zf —x;; xf >0,z
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Pozorovani 1.1. KaZdé bazi prislusi nejuyse jedno bdzické resend.

Dukaz:

IEEEEEER

B

xp >0 x je bazické resent,

xp <0 x nent bdzické resend.

ABCBB:b:{

Pozorovani 1.2. Reseni ® € P je bdzické <= sloupce matice A, kde K = {i | ; > 0}, jsou

linedrné nezavislé.

Dikaz:

= x odpovida bazi B; K C B ~v z definice

<~

Ak

|K| = m = K je béze
|K| <m = rozsifime K na béazi K'.
x je pak jedinym feSenim soustavy Axx = b.

Véta 1.2. Je-li vcelovd funkce (maxclx, Az = b,x > 0) s alespori jednim pripustnym resenim
shora omezend na mnozine P pripustnych tesent, potom pro kaZdé xo € P existuje bdzické reseni &

spliiujici claxy < e’'x.

Dukaz:

Necht £ € P splituje ¢’y < e’ & a zdrovenn ma & minimalni pocet nenulovych komponent. UkaZzeme,

Ze je & bazické.

Necht K ={Z; >0]|j€{1,...,n}}

(a) Sloupce matice Ax jsou linedrné nezavislé = & je bazické feseni (viz. Pozorovdni 1.2) .

(b) Sloupce Ak jsou linedrné zavislé. To povedeme ke sporu.

Jelikoz jsou zavislé, tak Jw # 0 takové, ze Axw = 0. To doplnime nulami na w € R", kde

w#0aAw = 0.

(i) Necht plati ¢"w > 0a 3j € K : w; < 0. Déle definujme z(t) =& + ¢ - w.
Uk4zeme nyni, ze Jt; > 0 : x(t;) je pifpustné feseni. Kdyby ¢’z (t;) > ¢’ =z, pak x(t)
ma méné nenulovych komponent a to nam dava spor.

Vezmeéme si t > 0 a definujme:

Az(t) = AZ +t- Aw =b+0,
cT:l:(t) =cl'z+t-dw>c'E >z
>0

A jelikoz vime, ze w; < 0, ta zvétsujeme ¢ z nuly, zachovavame x(¢) > 0 a skoncime v
okamziku, kdy jedna kladna slozka x; = 0.



(ii) Nechf ¢"w < 0. Kdyby to platilo, tak bud —c¢’w = 0, nebo ¢”w > 0, coz oboji implikuje
k tomu, ze w nebo —w spliuje (i) .
Nebo muze nastat w > 0 = vSechna x(t) jsou pfipustnd reSeni —> jsou neomezené
a to ndm dava spor.

Véta 1.3. Nechi P = {x € R", Ax = b,x > 0} a v € P, potom je ekvivalentni:

(1) v je vrchol,

(2) v je pripustné bdzické Tesend.

Dikaz:

2

= Plyne z Veétly 1.2 a z definice vrcholu.

<« Staéi vhodné dodefinovat c.
0 1€ B,

, a necht v odpovida bazi B.
-1 i¢B

Necht tedy ¢; = {

Plati tedy v € P = ¢"x < 0. Takze bud ¢’v = 0, pak je optimum, nebo ¢’x < 0 a pak x
m4 alespon 1 slozku mimo B. A jelikoz kazdé bazi odpovida nejvyse jedno bazické feseni (viz.
Pozorovdni 1.1), tak v je vrchol.

Simplexova metoda

Definice 2.1. (Simplexovd tabulka): Definujme proménné x,...,x,, z, dile vSechny bézické
proménné N = {1,....n}\ B, pe R™, Q € R™®™ ™) r c R"™ a 2, € R.
Potom pro béazi B je simplexova tabulka Tz:

a

P

Trp=p+Qry
z:zo+7‘T.’I;N

fesenim tak je (x,z), proxy =0 ~ xp=0p, z= 2.
ozorovani 2.1. (O simplexové tabulce)

T

1) Tp vznikne elementarnimi fadkovymi dpravami z (Ax = b, z = ¢’ ).

2) Mnozina feseni (Ax = b, z = c'x) a Ty je stejna.

(
(
(3) Radkové tipravy jsou nasobeny matici zleva.
(4) Redeni T je pifpustné <= p > 0.

(

5) Reseni T je optimalni <= p >0, r < 0.

Definice 2.2. (Pivotovaci krok) Formdlné popsany ptevod k dal3i tabulce:
Mame B bézi, kterou upravime na B U {v} \ {u}.

(a) Vstupujici proménnd: x,, ze r, > 0.

(b) Vystupujict proménnd: @y, ze Quy <0 a —&= = min{—% |i € B,Q < 0}.
(c) Uprava tabulky: Prevedeme @, na levou stranu a dosadime.
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(d) Pokud neexistuje vstupugjici proménnd v =—> B je optimdlni.
Pokud neexistuje vystupujici proménna v — tloha je neomezend (viz. Pozorovani).

e) Pokud (u,v) existuji, tak B’ je bazi matice A, protoze elementarnimi Ffddkovymi tpravami
) J y
dostaneme T z Tp. Plati tedy, Ze (Ap/)~! existuje a det Ap # 0.

Pozorovani 2.2. Pokud je sloupec Q¥ matice Q) indexovany v € N nezdporny, pak je uloha ST
neomezend.

Diikaz: Necht (x, z) je pripustné feseni bdze B tlohy ST. Pro t > 0 necht:
ct)p=xp+Q"-t, ®t),=0, @(t),=0proweN\{v}

Potom hodnota tucelové funkce pro x(t) je zo + 1t - z,.
Navic tato hodnota pro ¢t — oo jde také do oo a kazdé x(t) je pripustné. [ |

3 Pivotovaci pravidla geometricky

Definice 3.1. (Dantzigovo pravidlo): Pro vstupujici proménnou x5 a vystupujici &, vybereme
B € N s maximalni rg a zvolime x, libovolné z mnoziny proménnych.

Véta 3.1. Necht x je bdzické resent baze B, ' bdzické feseni bdze B' := B\ {a} U {B}.

Necht B = BU{} a necht P :={z | Agzg = b;z; = 0,1 ¢ B} je primka (afinni prostor dimenze
1) ax € P>a'. Pak P definuje sténu P ={z | Az=0b, z > 0}.

Diikaz: Definujme ¢ = (cy, ..., c,) piedpisem ¢; = 0 proi € B a ¢; = —1 pro i ¢ B. Vsimneme si
nasledujicich pozorovani:

e Pokudyc P = cly=0.

e Pokud z€ P = c'z=cLzz=0.

e Pokud z € PN P = z je optimdlni pifpustné
feSeni (je to sténa).

Pokud z € P\ P,pak Az =bproz>0a3i¢ B:z; >0. Takie c'2 < ¢;z; = —2; < 0. [ |

4 Blandovo pravidlo

Definice 4.1. (Blandovo pravidlo): Pro vstupujici proménnou x; a vystupujici xs vybereme
nejmensi mozné t € N a pro néj vybereme nejmensi mozny index s € B. Tento postup necykli, ale
je pomaly.

Véta 4.1. Simplerovd metoda s Blandovym pravidlem se nezacykli.

Diikaz: Sporem. Necht F' C {1,...,n} je mnoZina indext vstupujici do a vystupujicich z cyklu.
Vsimnéme si, ze vSechny baze cyklu maji stejné béazické reseni « a navici € F — x; = 0.

Nyni definujme v jako nejvétsi index v F', B jako béazi kroku, kde v vstoupi do béze a B’ jako bazi
kroku, kde v vystoupi z baze. Oznacme p, Q,r, zo pro T a p',r', @', z; pro Tp.

Pozorovani 4.1. r, >0, r; <0 a toVi € F — B\ {v}.

Pozorovani 4.2. Nechi 8 je vstupni index pro B', pak pl,z <0, pisz >0 a toVie B'N(F\ {v}).



Vytvorime pomocny linedrni program (x) a ukézeme, ze ma piipustné feseni a ze je neomezené.

maxclx, Az =b, Ty =0
x, < 0, IN\F = 0

Tp\F neomezene.

1. dloha: x je optimélni piipustné feseni (*).
(a) xy =0, xp =0, x je piipustné feseni (x) cl'x = 2.
Poz. 4.1.
=
(b) z splituje Az = b = hodnota cilové funkce je ¢’z = 2o+ 1’y < 2y a to pokud z

<0 Poz. 4.2.
je pripustné reseni (*).

2. iloha: x je neomezeny. Necht = je bazické feSeni pro B’. V&imnéme si, Ze z spliuje Az = b.
Potom zp = p' +Q.,, 2y =0. Pro Vt > 0 tedy definujme x(t):
(1) (x(t)) =0; e N'\{B},
(2) (=(t))s =1,
(3) (x(t))p upravime tak, aby Ax(t) = b.
Dostaneme tak, ze ¢"x(t) = zj + rgt — 0o a ze x(t) je piipustné feseni (x), coz ndm dévé spor s
tlohou 1.
>0 ie(F\{v})nB,
(x(t)i =i +t-qigq=0 i€ N\F, V
<0 i=w.

5 Dualita

Definice 5.1. (Dualita): Pro lindrn{ program (P) je dudini iloha (D). Necht A € R™*™:
(P) maxclz, Az <b, x>0,
(D) maxb’y, ATy >¢c, y>0.
Véta 5.1. (Slabd véta o dualité): Nechi x oy jsou pripustnd 7eseni (P) a (D), pak ¢’z < b'y.

Diikaz: Vezmeme nerovnost ATy > ¢ a prevedeme ji na y7A > c!.
Obé strany vyndsobime x, ¢imz dostaneme y? Az > ¢’z a vyuzijeme vztah z (P), 7e b > Ax:

y'b >y Ax > c"x.

Véta 5.2. (Silnd véta o dualité): Pro (P) a (D) plati prdvé jedno z ndsledugjicich:
1. (P) ani (D) nemaji pripustné resent,
2. (P) je neomezend, (D) nemd pripustné tesent,
3. (D) je neomezend, (P) nemd pripustné resend,

4. (P) i (D) maji pripustné, tedy i optimdini veseni =* pro (P) a y* pro (D) a plati c"x* = b y*.
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Diikaz: Predpokladejme, ze (P) a (D) maji piipustné feseni = (D) je omezené = (D) m4
optimalni feseni. Pouzijeme Blendovo pravidlo. Bude to sice pomalejsi, ale mame jistotu, ze se
program nezacykli a ze tak dostaneme optiméalni feseni.

Ptevedeme tedy ulohu:
maxclx, Ax <b, >0

na ST a dostaneme:
maxé &, AZ=b, x>0,

kde A= (A]|1,)ac=(c|OL). Oznaéme Z* optimalni feseni (P) v rovnicovém tvaru.
Posledni rddek v ST bude mit vektor » < 0.

Lemma 5.1. Necht y* = (€5, A5"), kde B C {1,...,n+m} je vyslednd bdze. Potom y* je
pripustné pro (D) a c'x* = b"y*, kde T = (2", &1, ..., T\ \.)-
(Lemma implikuje Vétu o dualité pomoci Slabé véty o dualite.)

Dikaz:
Tr=A5'b, Iy =0 = cx*= &' = sy = Ch(Az'b) =
= (CpA)b = (y")'b
y*

Zbyvé ukdzat, ze y* je pifpustné feseni (D), tedy ze Ay* > ¢, y* > 0.

Ukézeme tedy, 7e Ay* > ¢, y* >0 <= Ay* > ¢ y* > 0. o

Piepiseme A~ly* > ¢ jako AT (e5A5")" > ¢ a definujme w := (e5A5' AT)T.
—— ——

w
Dokazujeme tedy, ze w > ¢:

(a) wp > €p: mame wp = (ELALAL)T = &5p.

(b) wy > €y: mame wy = (E5AZ'AL)T = &y —r > &y, protoze r = €4 — A AL < 0 ze
simplexové metody a podle kritéria optimality. Plati tedy wy > Cx.

Miame tedy x*, k nému odpovidajici piipustné feseni y* takové, ze clx* = bTy*. A jelikoz y* je

pripustné =— z Véty 5.1. je y* optimalni.
|

Dusledek 5.1. Uloha LP je algoritmicky ekvivalentni dloze najit & > 0, Ze Ax = b.
Diikaz: Méjme LP maxc’x, Az <b, x >0.
= v

< Nejprve zjistime, zda (P) a (D) maji ptipustnd feseni. Pokud ne, tak (z Véty 5.2.) zndme
feseni LP. Necht tedy obé maji pifpustnd feseni a uvazme:

Ax <b, ATy>ec, x>by, x>0, y>0.

Za pomoci Véty 5.2. prevedeme na rovnicovy tvar. Pokud existuje feseni (x*,y*), pak x* je
optimum (P) a y* je optimum (D).



Dusledek 5.2. (Podminky komplementarity): Necht x je pripustné reseni (P) ay je pripustné
resent (D). Potom x,y jsou optimdlni <=

(i) ©; =0, nebo ATy =¢;, kdei=1,...,n
(i) y;, =0, nebo Ajx =b;, kde j=1,....m

Dukaz:
'z = Zcixi < Z(yTA)imi = (y'A)zx = y"(Az) =
i=1 i=1
= Y yAz) < Dy = by
j=1 j=1
Pokud jsou ptipustné, plati = y a jsou tedy optimalni. [ ]

6 Farkasovo lemma a dualita

Definice 6.1. (Varianty Farkasova lemmatu):
e (Jz>0)(Az <b) <= (Vy>0)(y"A>0 = y'b>0)
e (Fz)(Ax <b) «—= (Vy>0)(y"A=0 — y"b>0)
Definice 6.2. (Konvexni kuZel): generovany ay,...,a, se definuje
cone(ay,...,a,) ={tia1 + ...+ tpay; t1,...,t, >0},

Tvrzeni 6.1. (Farkasovo lemma (geometricky) a souvislost s vétou o oddélovdni):
Nastane prdve jedna za ndsledujicich.:

(i) Bod b € cone(ay, ..., ay)
(ii) Emistuje nadrovina h obsahujici 0 € R™, t.j. h = {x € R™; yTx = 0} pro néjaké 0 € R™ tak,
Ze cone(ay, . . ., a,) C {z; y'z >0} a zdroven y'b < 0.
Tvrzeni 6.2. (Farkasovo lemma): Nastane prdvé jedna z ndsledujicich:
(i) 3 > 0,Ax =b
(ii) Jy,yTA>0,y7b < 0.
Dikaz:

/ Farkasovo lemma plyne z Véty o oddélovdny.
Vyjadiime geometricky, vezmeme kuzel a
i\ as b € cone(a',...,a"), kde a’ znaéf i—ty sloupec A.
ay
<

Tvrzeni 6.3. Ferkasovo lemma plyne ze silné véty o dualité.

Diikaz: Méjme (P) max{07x; Ay <b}, (D) min{b’y; ATy =0; y > 0}.
Plati, ze Ax < b mé feseni <= (P) md piipustné feseni a je omezend <= (D) ma piipustné
feseni a 0 = max{07x; Ay < b} = min{b’y; ATy =0; y > 0}. [ |



7 Fourier-Motzkinova eliminace

Metoda, kde ze soustavy nerovnic s n proménnymi udéldme soustavu n — 1 proménnymi tak, ze
zachova Tesitelnost. V podstaté Gaussova eliminace pro nerovnice.

Véta 7.1. (Fourier-Motzkinova eliminace): Nechi Az < b je systém s n proménnymi a m

. . . . . . , . . e 2 . .
nerovnicemi. Pak existuje systém A'x’ < b’ s (n—1) proménnymi a nejvijse max(m, =) nerovnicemi
splnugici:

(1) Az < b md reseni < A'x’ <b' md resent,
(2) Kazdd nerovnice v A'e’ < b’ je nezdpornd linedrni kombinace nerovnic systému Ax < b.

Diikaz: Vynasobime taddky kladnymi ¢isly = A splauje a;; € {0,1,—1}.
Daéle definujme C' = {i,a;y = 1}, F = {i,a; = —1} a L = {i,a;; = 0}.
Systém A’z’ < b’ spliauje:

(i) affa' +afx’ <b;+b,proVjeC, keF,
(i) affx’ <b prol e L.
Mame tedy (2) splnéno. Staci dokazat ekvivalenci v (1).

= Splnéno.

< Necht &' = (Z,...,%,) je fesenf A2’ < b. Chceme najit &', aby AZ < b.
Z (i) vyplyvé vatah aif & — b, < b; —a[ @', pro Vj € C, k € F. Z toho vyplyva, ze:

max (af & —by) < TJIéICI} (b; —a'@’).

Zvolime tedy @; mezi témito omezenimi.

Takze j € C = &, +adTad < b;., analogicky pro k € F = &; +da7ad’ < b).

8 Veta o oddélovani

Definice 8.1. (Konvexni mnoZina): Mnozina X je konverni, pokud je mezi kazdymi dvéma
body x,y € X mezi nimi usecka, tj. t € [0,1] : tz + (1 — t)y € X.

Véta 8.1. (O oddélovdni): Nechi C,D C R™ jsou neprdzdné, uzaviené, konvexni a disjunktni a
C je omezend. Pak existuje nadrovina {x | a’x = b}, kterd silné oddéluje C a D, tj. takovd, Ze
CC{x|a’z<b} aDC{x]|a’x > b},

Diikaz: (Naznak dikazu). Vezmeme dva nejblizsi body. Pokud je jedna z mnozin nekonecné,
vezmeme vhodné okoli. Pak vezmeme nadrovinu, kterd je kolm& na vektor bodu (rozdil) a lezi
na puli cesty mezi body. Oba body lezi na ruznych stranédch, jiné body nelezi bliz. |



9 Minkowski-Weylova véta

Definice 9.1. (Diskrétni optimalizace): Necht X je konecnd, o C 2% aw : X — Q.
Najdeéte max w(A), kde w(A) = ., w(a).
€p

Definice 9.2. (Konvexni obal): mnoziny X C R" zna¢ime conv(X) a definujeme jako prinik
vSech konvexnich mnozin obsahujicich X, tedy:

conv(X) = {C | C je konvexni a X C C'}

Definice 9.3. (Afinni obal): mnoziny X C R" je prunik vSech afinnich prostoru L takovych, ze
X C L.

Definice 9.4. (Afinni kombinace): bodu z X je libovolny bod dany vyrazem agag + . .. + agax,
e 1 3
pronéjaké k e N, a; € X, oy, € R, Y7 oy = 1.
Véta 9.1. (Minkowski-Weyl): Nechi X C R", pak X je omezeny konvexni mnohostén <=
ezistuje V. C R™ tak, zZe V' je koneénd a X = conv(V).
Dikaz:
= Indukci podle dim @). L je afinni obal () ~ dim L = dim Q).

(i) dm@Q <0 = |Q| <1 = V=0Q.
(ii) dim@Q >1 = L obsahuje pifmku = dim L =d > 1. Proi = {1,...,m}, nechf:
Q={z|afz <b} P={z|afz <b}
R;={z | ajz = b} M={i|QNE; #Q},
Jelikoz i € M = dim(Q N R;) < d—1, protoze @ C LN R; C L = dle indukéniho
predpokladu, ze i € M — QN R; = conv(V}), kde V = U Vi.
iEM
Ukédzeme, ze @ = conv(V).
o V,CQ = VI = conv(V) CQ.
o x € @, pjepiimka, p C L, x € p. Vime, Ze p existuje, protoze dim L > 1.
Takzex e pNQ =pN(\P; 1 € M) = ﬂ(pﬂPZ-) # 0, takze p N Q je tsecka s
ieM
koncovymi body y,z: y € R;, z € Rj, proi,j € M.
A tedy y, z € conv(V), @ lezi na tseckach y, z = x € conv(V) = @ C conv(V).
< Necht V € R" je koneénd a X = conv(V).
Dédle necht H = {(}) € R"™ | a € [-1,1]", b € [-1,1], (Vv € V)(a"v < b)} je omezeny
mnohostén. Podle ” =7 je H = conv(WW) pro néjaké konecné W.
Plati Y := {x e R" | (V(}) € W)(aTx < b)} a ukdzeme, ze conv(V) =Y.

o Dle definice VCY = conv(V) CY.
o Pro dikaz Y C conv(V) necht & ¢ conv(V) = Véta o oddélovéni (8.1.) =

Ja,b: a"x > b, (Vv € V)(a"v <b) = (}) € H = =« nesplituje nerovnost z

H = =z nesplauje nerovnost z W — x ¢ Y.
|
Disledek 9.1. KaZdd uloha diskrétni optimalizace je iloha linedrniho programouvdnd.

Dikaz: P, =conv(za | A € ) CR", kde x4 je charakteristicky vektor.
Z Minkowski-Weylovy véty (9.1.) vime, ze P, je mnohostén == jde fesit pomoci linedrniho
programu. |
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10 Racionalni a celoc¢iselné mnohostény

Definice 10.1. (Celoéiselng mnohostén): P je celociselny <= ma vSechny vrcholy celociselné.

Definice 10.2. (Raciondlni mnohostén): P je raciondlni <= P = {x; Az < b} CR" a
vSechny slozky A i b jsou racionalni.

Véta 10.1. Necht P je raciondlni, potom vsechny vrcholy P jsou raciondlni a jsou dosvédceny
raciondlni cilovou funkct.

Diikaz: Pro rovnicovy tvar P = {x | Az = b, * > 0}.
Vrcholy P odpovidaji bazickym feSenim

Az =b, >0 = IB € {1,...,n}, |B| =m,

ze Agug =b, vy =0, N={1,...,n}\ B.
Tedy vp je jediné teseni, a to vg = b - A;l = v je racionalni.
(Pro nestandardné popsany P odpovidaji vrcholy Ax <b). |

Véta 10.2. Mnohostén P je celociselny <= pro kaZdy celociselné w plati, ze max{w’z | ¢ € P}
je celé cislo.
Diikaz:

= maxw’x, ¢ € P se nebyva ve vrcholu z = maxw’z, € P=w’z € Z.

T

< Necht z je vichol = z je optimum maxw?x, & € P, pro néjaké w € Z.

Vynasobime w velkym é&fslem, aby pro kazdy vrchol u # z : wlz > wlu + u; — 2.

A tedy z je jediné optimdln{ fegeni pro w i pro w = (wy + 1L, we,...) = wlz, 0wz € Z =
z1 € Z = =z je celociselné.

11 TU matice a Hoffman-Kruskalova véta

Definice 11.1. (Unimoduldrni matice): Matice A s linedrné nezavislymi fadky je unimoduldrni,
pokud je A celoc¢iselnd a pokud pro kazdou bazi B : det(Ap) € {—1,1}.

Definice 11.2. (Totdlné unimoduldrni matice): Matice A je totdlné unimoduldrni, pokud kazda
¢tvercova podmatice mé det € {—1,0, 1}.

Véta 11.1. Necht A € Z™*™ je celociselnd s det A # 0, pak pro kazdy celociselny vektor b plati, Ze
A7 je celociselné <= det A € {—1,1}.
Diikaz:
< Cramerovo pravidlo = A~! je celo¢iselny.

= A7le; je celociselny <= i-ty sloupec A7! je celociselny =
= A~! je celociselné, ale det(A) - det(A™') =1 = det(A) € {—1,1}.
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Véta 11.2. Nechi A je celociselnd a md linedrné nezdvislé vadky, potom {x | Az = b, = > 0} je
celociselné pro kazdé b € 7. <= A je unimoduldrni.

Diikaz:
< Kazdy vrchol je bazické feseni pro bézi B = Apzp=0b, Zywvg=0 = zp=A"1" =
je celociselné (viz. Véta 11.1.) .
= Staci dokazat, ze AZ'b je celociselné pro kazdé b € Z a bazi B.
Necht y € Z spliiuje y + Az'b > 0 a necht b = Ag(y + A5'b), kde b je celociselny.

Definujme zp = y + A5'b, z2xmp =0 = =z je bézické feseni (Ax = b, ¢ > 0) = z je
vichol = 2z € Z = zp =y + AZ'b je celociselny = AZ'b je celociselny.

Véta 11.3. (Hoffman-Kruskal): Necht A € Z™*", P = {x | Ax < b, > 0} je celociselnyj pro
kazdé b € 7 <= kazdd c¢tvercovd podmatice A md det A € {—1,0,1}.

Diikaz: Doddme pomocné proménné a prevedeme na standardni tvar. Tedy P prevedeme na ST.
P je celociselny <= max(w’x, x € P) je celé ¢islo Yw € Z"

< P'={z|[All]z =0, z > 0} je celociselny Vb € Z

<= [A|l] je unimoduldrni (viz. véta 11.2.)

<= kazda baze ma det = 1, nebo det = —1

<= A je totalné unimodulédrni.

12 Chvatalovy rezy

Definice 12.1. (Gomory-Chvdtaliv Fez): Pro Az <b, A€ Q™" y>0,c=y"A d=1y’b
Pokud c je celo¢iselné, potom podminka ¢’z < |d]  se nazyva rez.

Definice 12.2. (Chvdtaluv uzdvér): P' = {x € P | x spliuje kazdy tez }.

Véta 12.1. (O Chwvdtalové Fezu): Nechi P = {x | Ax < b} je raciondlni mnohostén, wlz < t,
w € Z" je splnéno pro Vx € PNZ". Potom existuje dikaz wa <t', prot <t.

Véta 12.2. (O Chvdtalové Tezu): PNZ" =) = existuje odvozeni ”0'x < —17.

Pozorovani 12.1. P = {x | Ax < b} je raciondlni mnohostén, P; je konvexni obal celociselnijch
bodi P a P' = {x € P | x spliuje kazdy tez }.

Veéta 12.3. Chvdtaluv uzdver je raciondlni mnohostén.
Diikaz: Méjme P = {x | Az < b} a predpokladejme, ze A,b € Z.

§ P’ je definované podminkami Az < b a nerovnicemi (y* A)x < |yTb], 0 <y < 1.
(protoze podminek je koneéné mnoho, tak P’ je raciondlni mnohostén)

Necht w?z < |t] je fez odvozeny z Az < b vektorem ¥y a necht
y=y-ly] = =) A=w—-(ly))'A
je celociselné.

Jelikoz ¢ = (y')Tb =1t — (|y])Tb se lis{ o celé ¢islo od t, tak fez (w')Tx < || odvozeny vektor ¢’ je
podminka z * a spole¢né s platnou nerovnosti

(ly)" Az < (ly])"D,

se se¢te na podminku w'z < [t| = * = P’ je raciondlni mnohostén. |
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13 Primarni dualni algoritmy

Definice 13.1. (T-join) G = (V,E) je graf, T C V, |V| je sudd, E' C E je T-join, jestli pro graf
H = (V, E') plati, ze degy(v) je lichy <= v eT.

Definice 13.2. (P-D algoritmus) Algoritmus zaloZzeny na podminkéch komplementarity. Pokud
x je piipustné feseni (P) a y pro (D), pak

@,y jsou optimalni <= (VYu,v € E)(y, >0 = Yy, + Y, = Cun)-
Piiklad 13.1. (Minimdlni perfektni pdrovdni)
(P)  min Z Cele (D) max Z Yy
VUGV:Zwezl Vu,v e By, +1Y, < ey
x, >0
Postupné upravujeme (M, y), kde M je parovéani v G a y je piipustné reseni (D).

Zatatek: M #0, y=0
Konec: Pokud M je perfektni = (M, y) je optimum (P). To vychazi z podminek komplementarity.

Je to podobné jako kytickovy algoritmus.

Zdroje
Cerpal jsem z vlastnich pozndmek z hodin plus:

e skripta prof. Jittho Sgalla
e zépisky z prednasek od Stépana Vodseddlka

e "skripta” (rucné psand) prednéasejiciho prof. Martina Loebla
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https://iuuk.mff.cuni.cz/~sgall/vyuka/LP/lp.pdf
https://www.ms.mff.cuni.cz/~vodsedas/prednaska_linprog.pdf
https://kam.mff.cuni.cz/~loebl/
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