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1 Metrické prostory, Sféricka metrika, Plochost hemisféry

Definice 1.1. Metricky prostor je dvojice (M, d) mnoziny M # () a zobrazeni d : M x M — R zvaného metrika i
vzddlenost, které Vz,y, z € M spliuje:

(1) d(z,y) =0 <= = =y,
(2) d(z,y) =d(y,z) ... symetrie,
(3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) ... trojuhelnikova nerovnost.

Definice 1.2. Izometrie f dvou metrickych prostoru (M,d) a (N,e) je bijekce f : M — N, jez zachovavd
vzdélenosti: Vo,y € M : d(z,y) = e(f(x), f(y)) .

Definice 1.3. (Sférickd metrika): Necht S := {(x1,72,23) € R® | 291 + @aa + 723 = 1} je jednotkovd sféra v
Euklidovském prostoru R3. Potom funkci s : S x S — [0, 7] definujeme pro z,y € S jako

s(sz,m:{?o R

<

kde ¢ je tihel sevieny dvéma pifmkami prochazejicimi pocatkem 0 := (0,0,0) a body T a .
Tento thel je vlastné délka kratsiho z oblouku mezi body Z a § na jednotkové kruznici vytknuté na S rovinou
urc¢enou pocatkem a body T a y. Funkci s nazveme sférickou metrikou.

Definice 1.4. Horni hemisféra H je mnozina H := {(z1,22,23) € S |23 >0} C S.
Véta. (H neni plochd): Metricky prostor (H, s) neni izometricky Zadnému Euklidovskému pr. (X, e,) s X CR™.

Diikaz: Nésledujici vlastnost vzdalenosti danych ¢tyfmi body ¢, u, v a w v Euklidovském prostoru (R", e, ) neni
splnéna v (H, s):

en(t,u) = en(t,v) = en(u,v) >0 A

V3

1
en(tvw) = en(wvu) = ien(ta u) g en(w’v) = 76n(tav)'
—_———

<en(t,v)

Podle predpokladu implikace body ¢, u a v tvoii rovnostranny trojihelnik se stranou délky > 0 a w mé od ¢ i od
u vzdélenost 3.

Podle tvrzeni (Kdyz a,b,c € R™ jsou rizné body v Euklidovském prostoru se vzddlenostmi e,(c,a) = en(c,b) =
2en(a,b), pak c je stied dsecky ab.) je pak w stiedem tsecky tu. Tyto ¢tyii body jsou tedy koplandrni (vSechny
lezi v jedné roving) a tsecka vw je vyska spusténd z vrcholu v rovnostranného trojihelnika tuv na stranu tu.
Podle Pythagorovy véty se jeji délka es(v, w) = e, (v, w) rovnd éx, coz k4 zdvér implikace.

Na hemisféie (H, s) nalezneme Ctyii ruzné body t,u,v a w spliujici pfedpoklad pfedchozi implikace, ale ne jeji
zaveér. 7 toho plyne, ze izometrie mezi hemisférou a Euklidovskym prostorem neexistuje, protoze kazdd izometrie

ze své definice implikaci zachovava. Tyto body jsou:

£ = (1,0,0) (0,1,0), v=(0,0,1) (1 10)

= y Uy , U= ) Ly , U= » Uy , W —F7=) = .
V2 V2

Patrné s(t,u) = s(t,v) = s(u,v) = 5 a s(t,w) = s(w,u) = s(t,u) = .

Bod v je "severni pol” (x3 =1), t,u a w lezi na "rovniku” (z3 = 0) a w je stied oblouku tu.

Ale vSechny body na rovniku maji od pélu v stejnou vzdalenost § . Takze s(w,v) = s(t,v) a zdvér implikace

neplati. |

2 Ostrowskiho véta
Definice 2.1. p-adicky 7dd ¢isla n je ordy(n) := max({p™ | n; m € No}).

ati zde vztah pro nenulové o = ¢ € Q : ord,(«) := ord,(a) — or .

Platf zd h lové 5 €Q:ord, d, dp(b

Ddle plati aditivita, tedy pro o = ¢ a 8 = < plati ord,(a,b) = ord,(a) + ord,(5).
b d P P p

Definice 2.2. Trividind norma na libovolném télese e funkee || - s [[0r || =0 a |[z]] = 1 pro @ # 0.
Definice 2.3. (p-adickd norma): Necht a € Q a prvocislo p € N. Potom kanonickou p-adickou normu || - ||,
definujeme vztahem Ha||p = (p)Ode(a)_



Véta. Necht || - || je norma na télese Q. Pak nastdvd prdvé jedna ze t7 ndsledujicich moznosti.
1. Je to trividlni norma.
2. Existuje rediné c € (0,1], Ze ||z|| = |z|° .
3. Ewistuje redlné c € (0,1) a prvocislo p, Ze ||z|| = |z|, = c”™® @) (kde ¢ :=0).
Modifikovand absolutni hodnota a p-adické normy jsou tedy jediné netrividlng normy nad Q.

Diikaz: Necht ||-]| je netrividlni, tedy nenf tvaru pripadu 1.
Pak existuje pfirozené n > 2, ze ||n|| # 1. Mdme tedy dva piipady:

e Existuje n € N, ze ||n|| > 1. Jako ng oznacime nejmensi takové n. Patrné ng > 2 a
1<m<ng = [m| <1. (1)

Existuje jednoznacné realné ¢islo ¢ > 0, ze
[Ino| = ng. 2)
Kazdé n € N lze pii zdkladu ng pro a;; s € Ng; 0 < a; < ng a as # 0, zapsat jako:
n:a0+a1n0+a2ng+...+asn8.
Pro ng = 10 jde o obvykly zapis v desitkové soustave. Takze:

lIn|| = Hao+aono+agn3+...+a5n8“

(G PO S e
< D llagll-llnoll < Y " mg
j=0 j=0

=14n§+n2+.. . +n
=n3(14ng 4+ ng 2 + ... +ny°)

00 1 i e’} 1 [
< ng¢ — n‘C kde C = g —
0 n(, n(,
i=0 0 i=0 0

Pro doplnéni: (x) A-nerovost a multipl. ||.||, (x) vychdzi z (1) a (2)

n

INIA

Tedy plati nerovnost (ve skutecnosti plati i s C =1):
Vn € Ny : [|n]| < Cn°. (3)
Pro kazdé m,n € N ndm multiplikativita normy a nerovnost (3) dévaji:
[In|[™ = [[n™|| < C(n™)* = C(n)™.
Vezmeme-li zde m-tou odmocninu, dostaneme ||n|| < C*/™nc. Pro m — co mame C*/™ — 1. Takze:
Vn € Ny : ||n]] < n°. (4)

Nyni podobné odvodime opa¢nou nerovnost ||n|| > n¢ pro n € Np.

Pro kazdé n € N hotejsi zépis ¢isla n pii zdkladu ng dava nS‘H > n > ng. Podle A-nerovnosti mame:
+1
lIn0l1”"" = [[ng™ || 2 lInll + [[ng™ — =]
Tedy:
Il = [nol ™™ = [Ing™" — |

(2),(4)
= g = (gt =)

n>ng

> n(()s+1)c _ (n8+1 _ n(s))c
S C 1 ¢
:néH) (1—(1—m)>
n§+l>n o , 1 €
> nC" kdeC'=1—-(1—-—— | >0.
no

Trik s m-tou odmocninou opét dava Vn € Ny : [|n|| > n® a tedy uz plati Vn € Ny : ||n|| = n°.

Z multiplikativity normy dostdvame ||z|| = |x|° pro kazdy zlomek z € Q. A jelikoz pro Q,R,C je ¢ € (0,1],
tak dostavame, ze plati pripad 2 Ostrowskiho véty.



e Pro kazdé n € N: ||n|| <1 a existuje n € N: ||n|] < 1.

Necht ng je nejmensi takové n, opét ng > 2. Tvrdime, Ze ng = p je prvoéislo. Kdyby totiz ng mélo rozklad
ng =n1nz sn; € Z al <ni,ng < ng, dostali bychom spor:

1> |nol| = [[nana|[ = [[nall - [Inz|[ =11 =1.
Pouzili jsme zde multiplikativitu normy a to, ze ||m|| = 1 pro kazdé m € Ns 1 < m < ny.
Ukéazeme, Ze kazdé jiné prvoéislo ¢ # p ma normu ||q|| = 1. Pro spor necht g # p je dalsi prvoéislo s normou

|lg|| < 1. Vezmeme tak velké m € N, ze ||p||™, |l¢||"™ < 3.

Z elementarni teorie ¢isel vime, ze existuji Bézoutovy koeficienty, tedy cela “¢isla a a b, ze ag™ + bp™ = 1.
Znormovani této rovnosti dava spor:

1--=1.
Tl

DN =

L=1[1]] = llag™ + bp™[| < lall - [l/[™ + [[oll - [Ipl|™ < 1

Zde jsme vyuzili trojihelnikovou nerovnost, multiplikativitu normy a to, ze nyni ||a|| < 1 pro kazdé a € Z.

Tedy ||g|| = 1 pro kazdé prvocislo ¢ # p. Odtud pomoci multiplikativity normy a rozkladu nenulového zlomku
x na sou¢in mocnin prvocisel dostavame vyjadreni

rd rd
et =0 TT @@= TI 1all™ =l
q=2,3,5,... q=2,3,5,...
= (@) kde ¢ := ||p|| € (0,1).

Také ||0]| = °*4r(0) = ¢ = 0. Dostali jsme tak pripad 3 Ostrowskiho véty.

3 Heine—Borelova véta

Definice 3.1. (Homeomorfismus): Zobrazeni f : M — N mezi metrickymi prostory (M,d) a (N,e) je jejich
homeomorfismus, pokud f je bijekce a pokud f a f~! jsou spojitd zobrazeni.

Definice 3.2. (Topologickd kompaktnost): Podmnozina A C M metrického prostoru (M, d) je topologicky kompakitnd,
pokud pro kazdy systém otevienych mnozin {X; | i € I :=[0,27)} € M plati:
U X, DA = existuje koneénd mnoZina J C I : U X; D A.
i€l i€J
Véta. Podmnozina A C M metrického prostoru (M, d) je kompaktni <= je topologicky kompaktni.
Dikaz: BUNO mitzeme vzit A = M.
= Necht (M,d) je kompaktni metricky prostor a necht M = UXi je jeho oteviené pokryti, takze kazda

i€l
mnozina X; je oteviena. Nalezneme jeho koneéné podpokryti. Nejprve dokazeme, ze

Vo > 0 existuje konecnd mnozina Ss C M : U B(a,d) = M.
a€Ss

Kdyby ne, pak by existovalo dg > 0 a (a,) C M, ze m < n = d(am,an) > d (tato posloupnost nemd
konvergentni podposloupnost, coz je ve sporu s predpoklddanou kompaktnosti mnoziny M ).

Kdyby existovalo 6y > 0, ze pro kazdou kone¢nou mnozinu S C M je

M\ | Bla,d0) # 0,

acsS
pak (pokud jiz mdme definované body a1, asz, ... ,an s d(a;,a;) > 0y pro kazdé 1 < i < j < n) vezmeme
n
Upy1 € M\ U B(ai,éo)
i=1

a ant1 md od kazdého bodu ay,as, ..., a, vzdalenost alespon dy. Tak definujeme celou posloupnost (a,).



Pro spor nyni predpoklddejme, ze hotejsi oteviené pokryti mnoziny M mnozinami X; nemé kone¢né podpokryti.

Tvrdime, ze odtud vyplyva, ze
1
(Vn S N)(an € Sl/n)(VZ € I) : B (bn, n) ,¢_ Xz

Kdyby to tak nebylo (negujeme predchozi turzeni), pak by existovalo ng € N, Ze pro kazdé b € S ,,, existuje
iy € I, 7e B(b,1/ng) C X;,. Pak ale, protoze M = U B(b,1/nyg), davaji indexy J = {iy [ b€ S1/p,} C 1
besS, /ng

(ve sporu s predpokladem) koneéné podpokryti mnoziny M .

Vyse uvedené tvrzenf o n a b, tak plati a lze vzit posloupnost (b,) C M.

Podle pfedpokladu mé konvergentni podposloupnost (b, ) s b := limb,, € M. Protoze X; pokryvaji M,
existuje j € I, ze b € X;. Diky otevienosti X; existuje r > 0, ze B(b,r) C Xj.

Vezmeme tak velké n € N, ze é < 5ad(bby,) < 3. Prokazdé x € B(by,,1/k,) pak podle trojihelnikové
nerovnosti mame, ze:

=r.

d(a,b) < d(x,br,) +d(bi, . b) < 5 +

N3

Z toho vyplyva, ze:
B(bg,,1/ky) C B(b,7) C X;.

To je ovSem ve sporu s vlastnosti bodu b,. Tedy pokryti M mnozinami X;, i € I, ma kone¢né podpokryti.
< Predpokladame, ze kazdé oteviené pokryti mnoziny M mé kone¢né podpokryti a odvodime z toho, ze kazda

posloupnost (a,) C M ma konvergentni podposloupnost. Nejprve ukdzeme, ze predpoklad, ze mnozina

(Vbe M)(3ry, >0): My:={neN|a, € B(br)}
je konecna, vede ke sporu.
Z pokryti M = U B(b,rp) totiz muzeme vybrat koneéné podpokryt{ dané koneénou mnozinou N C M. Déle

beM
si mizeme vSimnout, ze Ing,n > ng = a, ¢ Uyey B(b, 1), protoze mnozina indexi | J,c y M je konecna

(respektive je to konecné sjednocent koneénijch mnozin). To ndm ovSem ddvé spor, protoze U B(b,ry) =M
beEN
a plati tak, ze je M} nekonecné.

Nyni z (a,) vybereme konvergentni podposloupnost (ay, ) s limitou b.
Necht uz jsme definovali indexy 1 < ky < ko < ... < ky, takové, ze d(b,ay,) < % proi=1,2,...,n. Mnozina
indextt My, (n41) je nekonecnd, takze muzeme zvolit takové k11 € N, Ze k1 > kp a kyy1 € Myjnq1)-

Pak i d(b, ax,,,) < 47 Takto je definovina podposloupnost (a,, ) konvergujici k b.

4 Existence n-tych odmocnin v komplexnich ¢islech
Véta. (souvislost a spojitost). Necht f : X — N je spojité zobrazeni ze souvislé mnoziny X C M v metrickém
prostoru (M, d) do prostoru (N,e). Potom f[X]={f(z) |z € X} C N je souvisld mnoZzina.
Veéta. Komplexni c¢isla obsahuji vsechny n-té odmocniny, tedy
(Vu e C)(VneN)(Fve C) v" =u.

Diikaz: Piedpokladejme, ze u € S a ze n € N je liché. Potfebujeme dokézat, ze zobrazeni

f(z)=2":8—= 85, kde S je komplexni jednotkovd kruznice,
které je zfejmé spojité, je na.
Pro spor predpoklddejme, ze Jw € S\ f[S]. Tedy éislo w, které nemd n-tou odmocninu.

Vzhledem k lichosti n plati, ze w € S\ f[S]. To vychézi z lichosti funkci, tedy f(—z) = —f(2).
Skrz body w a —w vedeme piimku ¢ C C a dostaneme tak rozklad:

C=AULUB,

kde A a B jsou oteviené poloroviny urcené piimkou £.
Protoze vime, ze pro kaZdou primku ¢ C C je C\ £ sjednoceni dvou disjunktnich oteviengch mnoZin, tak jsou A, B
disjunktni oteviené mnoziny. Zaroven vime, ze plati:

(AuB)NS=5\{w,—w} ~ {1,-1}CfIS]N(AUB) ~ |AN{l,-1}=1.

Mnoziny A a B tedy trhaji mnozinu f[S] a ta je nesouvisld. To je ale ve sporu s vétou o souvislosti a spojitosti,
protoze f[S] je obraz souvislé mnoziny S spojitou funkei f a musi tedy byt souvisld. |



5 Baierova véta
Definice 5.1. Cauchyova posloupnost (a,) spliuje, ze
Ve, Ing :m,n >ng = d(am,a,) <e.
Definice 5.2. (Ridkost). Mnozina X C M v metrickém prostoru (M, d) je fidké, pokud:

(Va € M)(¥Vr > 0)(3b€ M)(3s > 0) : B(b,s) C B(a,7) AB(b,s)NX = 0.

(oo}
Véta. Necht (M,d) je iplny metricky prostor a M = U X,,. Pak néjakd mnozina X, neni 7idkd.
n=1

Diikaz: Pro spor predpokladdme, ze vsechny mnoziny X,, jsou fidké. Cilem je sestrojit posloupnost (B,,) do sebe
vnofenych uzavienych kouli, jejichz stfedy konverguji k bodu a € M lezicimu mimo v8echny X,,, coz da ve vysledku
pochopitelné spor.

Necht B(b,1) C M je libovolna koule. Protoze X; je i{dkd mmozina, tak existuje a; € M a s; > 0 takové, 7e
B(a1,s1) C B(b,1) a B(a1,s1) N X1 = 0. Polozime:

_ — . s1 1
B(ay,rm):=B <a1,m1n <21, 2)) .

Pak B(ai,r1) C B(a,s1), tedy B(aj,r1) N X; =0, ar <1/2. Necht jsou uz definované takové uzaviené koule
B(ai,r) 2 Blag,r9) 2 ... 2 Blan, ),

zeproi=1,2,....nje B(a;,r;)NX; =0ar, <27
Protoze X, 41 je fidkd mnozina, existuje a1 € M a spq1 > 0, Ze B(an+1,Sn+1) C B(an, ) & B(@nt1, Snt1) N
Xp41 = 0. Polozime

B(ant1,mm41) =B (an+1amin <5n2+172_n_1)) .

Pak - -
B(an+1arn+1) g B(anarn) N B(an+1» sn+1);

tedy i E(an+17rn+1) N XnJrl = @7 a Tp41 < 2—71—1.
Posloupnost (a,,) € M stfedu vyse definovanych uzavienych kouli je Cauchyova, protoze

_ — 1
mz>n — B(amaTm) - B(af'rurn) a tedy d(a'7rL7a7L) <r,<

n_27~

Nyni pouzijeme tiplnost metrického prostoru (M, d) a vezmeme limitu a := lima, € M.
Protoze m > n = am € B(an,m,) a protoze kazdd B(an,r,) je uzaviend mnozina, tak lezi limita a v kazdé
uzaviené kouli B(ay,,r,) a tedy v zddné z mnozin X,,, coz je spor. [ |



6 Basilejsky problém

Tento problém byl pojmenovéan po svycarském mésté Basilej, kde ptisobil matematik Johann Bernoulli a jeho bratr
Jakob Bernoulli, ktefi se timto problémem zabyvali.

i1—1+1+1+1+ w2
21222 32 42 6

Resen{ tohoto problému nalezl §vycarsky matematik Leonhard Euler v roce 1734.
Definice 6.1. Rada Y a, je posloupnost (a,) C R, které je pfifazena posloupnost ¢astecnych souctit
(sp):= (a1 +as+...+a,) CR
Tedy plati > ay, := lim(s,)
Definice 6.2. Pro kazdou funkeci f € R(—m, 7) definujeme jeji:
(f (o), cos(na)) 1

kosinové Fourierovy koeficienty : Qp: = —FH——2L = — f(z) cos(nx) dx, n=20,1,...
T 7).
i 1
sinové Fourierovy koeficienty : Ay @ = {f(@), sin(nz)) = - f(z)sin(nzx) dx, n=0,1,...
T T

—T

Definice 6.3. Fourierova fada funkce f € R(—m, ) je trigonometrickd rada

Fi(x) = % + Z (an cos(nz) + by, sin(nx)) ,

n=1
kde a,, a b, jsou, po fadé, jeji kosinové a sinové Fourierovy koeficienty.

Dusledek 6.1. Nechi f : R — R je 2m-periodickd a spojitd funkce, jejiz ziZeni na interval [—m, 7] je hladké.
Potom pro kazdé a € R je Fr(a) = f(a). Spojitd a hladkd funkce se tedy rovnd souctu své Fourierovy fady.

=1
Véta. — = —

Diikaz: Spocitame Fourierovu fadu funkce f : R — R na intervalu [—m, 7] definovanou f(z) = 22. Pak je f
27-periodicky rozsfiend na celé R (co# je moiné diky tomu, ze (—m)? =72 ).
Jeji sinové Fourierovy koeficienty jsou nulové a prvni (respektive nulty) kosinovy Fourieruv koeficient je roven

2 [T 2
aoz—/ xzdxzﬁ.
m™Jo 3

Dalsi, pro Vn € N; jsou:

(sin(nz)/n)’
2 [T 9 —
ap, = f/ z© cos(nz) dx
T Jo
9 4
= — [z* sin(nz)] x sin(nz) dx
Wn\—,—/ ™ Jo N——
0— (— cos(nz)/n)’
4 4
= — [z cos(nx)] Cos(nx)
m2 0 2 [, 2
7r( 1) sin~~0
n 4
=t

Protoze funkce f je spojitd a na [—m, 7] hladkd, podle Dusledku 6.1. Dirichletovy véty pro kazdé a € R je

oo o0
= % + ; ay, cos(na) = % Z ncos(n

Pro a = 7, dostaneme:

7T2 = n(_l)n ™ G 1
7T2:f(71')_?+42(—1) B} —3"‘42?
n=1 n=1
=1 w2
Atedy Y — =—. u
—n 6



7 ijlnost spojitého metrického prostoru

Véta. Nechi C(I) je mnoZina vsech spojitych funkci z I = [0,1] — R. Potom metricky prostor (C(I),||f — gl|so),
kde I =[0,1] je dplng.

Diikaz: Necht (f,) C C(I) je Cauchyovskéa posloupnost v tomto metrickém prostoru, tedy
(Ve > 0)Fm)(n,n' >m = |[|fn — fulloo <e).
Potom pro kazdé x € T posloupnost (f,(z)) C R je Cauchyovskd, tedy konverguje a muzeme tak definovat limitu
f(z) =lim f,(z).

Nyni dokédzeme, Ze je uniformé konvergentni, tedy, ze ||f — fu||lco — 0.
Necht = € I a necht je ddno € > 0. Vezmeme m (je nezavislé na x) takové, ze vyse zminénd Cauchyova podminka

je splnéna s 5. Déle tedy vezméme k > m t.z. |fi(z) — f(x)| < €/2. Tedy

nzm = [fu(@) = f@)] < |ful@) ~ (@) + file) — @) < 5+ 5 =¢

a tedy lim f,, = f v tomto metrickém prostoru.

Uz ndm zbyvé dokdzat jen Ze f je spojitd (tedy, Ze je prvkem tohoto metrického prostoru).
Necht zg € I a necht je ddno € > 0. Vezmeme ng takové, ze

€
Déle si vezme § > 0 takové, ze:

x € U(xg,0) NI = | fno(x) = fro(wo)| <

Vyuzili jsme zde spojitosti f,, v bodé xg. Potom Va € U(xg,0) N I, plati:

e ¢
|f(2) = f(zo)| < 1£(@) = fuo (@) + [ fao (%) = fro (o) < 5 + 5 =<

Dostavame tak tedy, ze f je spojitd v bodé zg. |

8 Podlyova véta pro d =2

Definice 8.1. (ndhodnd prochdzka) Prochdzka w v grafu G = (V, E) je takova koneénd w = (vg, vy, ..., v,) s délkou

|w| :==n € Ny, ¢ nekonecnd w = (vg, vy, ...), posloupnost vrcholu v; € V, ze pro kazdé i € Ny je {v;,v;41} € E.

Veéta. (Slabd Abelova). Kdyz mocninnd tada U(x) = Zun:ﬂ” € R[[z]] konverguje pro kazdé x € [0, R), kde
n=0

R € (0,400) je redlné c¢islo, a md vsechny koeficienty w,, > 0, pak ndsledujici limita a suma jsou definované a
rovnaji se, a to bez ohledu na koneénost/nekonecénost. Tedy

z— R~

lim U(z) =Y u,R" (= U(R)).
n=0

Dikaz: Pro kazdé N € N je:

N N
Z u, R" = lim Z Upx"

n=0 e R n=0
oo oo
< lim U(z)= lim E upr”™ < E u, R,
TR~ TR~
n=0 n=0

kde vSechny limity a nekoneéné soucty jsou definované (s moznou hodnotou +00) diky monotonii a nezédpornosti.
Uvodni rovnost plyne z faktu, ze pro kazdé n € Ny se lim,_,p- 2" = R".
Dveé nésledujici nerovnosti plynou z nezapornosti koeficient u,,. Limitni pfechod N — +o0o ddvé vétu. |



n(Z? n(Z*
Véta. Prod=1ad=2 je nll)ngoz EZdi = "h—>néc a(g(d)”) =1 aprod >3 je limita < 1.
(neboli pro d < 2 pro velké n ndhodnd prochdzka délky n skoro jisté opétovné navstivi start, ale pro d > 3 ho s

pravdépodobnosti > 0 opétovné nenavstivi.)

Diikaz: Necht d =2 a w = (vg,v1,...,v,) je prochdzka v grafu Z? s délkou n € Ny.

Necht by, je pocet prochdzek w s v, = vy = 0a ¢y, je pocet prochdzek w s v, = v = 0,alev; Z0projs0<j<n.
Diky tranzitivité grafu Z? tyto pocty nezavisi na startu prochazky. Polozime cg := 0. Je jasné, ze pro kazdé n € Ny
je an < dp,cn < b, <d, ad, =4". Prochdzky pocitané a,, rozdélime do skupin podle jejich prvniho navratu do
0 ve vrcholu v; . Pomoci vztahil d,, = 4" a a,, < 4" dostaneme pro kazdé n € Ny rovnice:

n 3 an n Ci
= Z;)cjdn,j , takze I = Z 4—; <1.
j=

Tedy staci dokazat, ze:

%wg

Druhy vztah, ktery pouzijeme, je mezi mocninn}?mi fadami:

bn n
Bla)=) fsa"=1+... a C(x)—zc "=
n>0 n>0

tedy

B(z) = => Cla
k>0

Snadno se to nahlédne formélné, tedy jako vztah mezi formélnimi mocninnymi fadami, rozdélenim prochazky
poéitané b, jejimi k + 1 ndvraty do 0 na k tseki s délkami ji, jo, . .., jr spliujicimi j; + ... + jx = n.
Ty jsou pocitany ¢isly ¢;, , ..., c;, . Ale tento vztah také plati na drovni realnych funkei B(z) a C(z) pro z € [0,1),
protoZe obé mocninné fady maji poloméry konvergence > 1 (nebot by, ¢, < 4™ ).
Nyni sta¢i dokazat, ze

lim B(z) = +o0.

x—1—

Vztah vyse implikuje, ze lim,_,;- C(z) = 1 a to podle Abelovy véty dava, ze

To je presné pozadovany soucet nekonecéné rady.
Abychom dokézali, ze lim,_,,- B(x) = 400, staci opét podle Abelovy véty dokdzat, ze:

=)

To dokézeme spoctenim b,,. Patrné b,, = 0 pro liché n. Pro sudé délky n je:

o (EC) - ()

Prvni rovnost plyne uvazenim v8ech j kroku doprava v prochdzce w. Ty vynucuji tyz pocet j kroku doleva a stejny

pocet n — j kroka nahoru a doliu. Tyto moznosti po¢itd multinomicky koeficient (j j nz’; nij).

C(1) = lim C(x) =

r—1—

Hk‘“

»Jk‘b

n 2
n 2n
Posledni rovnost plyne ze zndmé binomické identity Z ( ) = ( )
n
j=0
Stirlingiiv vzorec pro aproximaci faktoridlu n! ~ v/2mn (2 )", pro n — oo, vede na asymptotiku (") ~ cn=1/24",

pro n — 0o a konstantu ¢ > 0. Takze 2n-ty scitanec v fadé B( )y~ cPnla

oo eS] 2
L=y () e

n=0 n=0

protoze Y. n~! = +oc. |



9 Konstanta p # 0

Definice 9.1. (Ctverec): Obdélnik R C C je mnozina
R:={zeCla<re(z) <BAvy<im(z) <4}
dand realnymi ¢isly o < 8 a v < 4. Pokud 8 — a = § — v, jde o Ctverec.
Definice 9.2. Cauchyova suma C(f,p) pro funkci f : u — C a déleni p = (ao, ..., ax) Usecky u = ab je:
k

C(f,p) = Zf(ai)(ai —ai—1)eC.

i=1
Definice 9.3. (n-ekvidélend usecky): Pro n € N a pro usecku u C C jejim k- ekv1delen1rn rozumime déleni v na n
podusecek stejné délky |u|/k, které je dané obrazy déleni 0 < % < % < ... < k21l <1 jednotkového intervalu.

Definice 9.4. (Krivkovy integrdl): Pokud f : U — C je funkce a ¢ : [a, b — U je spojitd a po ¢astech hladké
funkce, pak integral funkce f pres kiivku ¢ definujeme jako:

]{af:/abf(@(t))-so’(t) dt

b b
- / re (f((t) - @/(t)) dt+i / i (f(p(t) - ¢'() dt

pokud posledni dva (redlné) Riemannovy integraly existuji.

Konstanta p = 2mi. Kdyby p =0, Zddné Cauchyovy vzorce, by neexistovaly a komplexni analjza by se zhroutila.

. 1
Véta. Necht S je ¢tverec s vrcholy £1 4. Potom p := % — # 0,dokonce im(p) > 4.
a8 #

Diikaz: Kanonické vrcholy ¢tverce S jsou

a:=—1—i, b:=1—i, c=1+i, d=-1+i.

Necht p,, = (ag,a1,...,ay,) je n-ekvidélenf tisecky ab.
Protoze nédsobeni i je otoceni kolem pocatku kladnym smérem (proti sméru hodinovych rucicek) o thel /2, tak
Gn = ipp := (iag,,...,ia,) je n-ekvidéleni usecky bc. Podobné vezmeéme i 7, a s,. Pro funkci f(z) = 1/z:

= a+jb—a)/n = ia+j(ib—ia)/n

Oy =y, Loy B

Z::b—i-j c—b/n O ).

a analogicky pro zbylé dvé rovnosti, tedy dostaneme:

C(fa pn) = C(fa Qn) = C(fa rn) = C(f7 Sn)

Muzeme si vSimnout, ze b — a = 2 a Ze lze sumu rozsitit zlomkem 2 Z — 1+ 4. Dostaneme tak:

gi 2j/n—1+i

n = (2j/n—1)2+1
2 o 2 -1
-2y O OLRY
nFl 2]/n—1 +1 nj:12

A jelikoz pro konvergentni posloupnost komplexnich ¢isel plati, ze im(lim z,,) = limim(z,), tak:
1 1
im(p)zim(% ):4-im<j§ )
as # ab #
. . 1
=4 lim (im(C(—,p,
n—00 z

>4-1=4
A tedy skutecné p # 0. |
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10 Cauchy—Goursatova véta pro obdélniky

Definice 10.1. Diametr (primeér) pro mnozinu X C C je definovany jako diam(X) = sup({|z —y| | z,y € X }).

1) =)

Definice 10.3. Funkce f: U — C je holomorfni na U, pokud ma v kazdém bodu zg € U derivaci.
(Pokud je holomorfni na celé komplexni roving, nazyva se funkce f: C — C celd.)

Disledek 10.1. Nechi « € C,3 € C a R C C je obdélnik. Pak ]{ (az+ ) =0.
AR

Véta. (Cauchy—Goursatova véta pro obdéiniky) Necht f : U — C je holomorfni funkce a R C U je obdélnik. Pak
f=0.
OR

Diikaz: Necht f : U — C je holomorfni a necht a R C U je obdélnik. Sestrojime takové vnofené obdélniky
R=RyD Ry D RyD... 7 pro kazdé n € Ny je R, 41 ¢tvrtka obdélniku R,, a

Fu 7l ®

Necht uz jsou takové obdélniky Rg, R1, ..., R, definované a A, B,C, D jsou étvrtky obdélniku R,,. Tvrdime, zZe

ﬁRw,f:ﬁA“?ﬁB”ﬁC” ~ (2)

Tato identita plyne z pouziti véty: Pro kazdy vnitini bod c usecky ab je fab f= fac f+ fcb f-

Po rozvinuti kazdého integrdlu ¢, , f,..., ¢, [ jako souctu Ctyf integrdlu pies strany dostdvame na pravé strané
rovnosti (2) 16 clent. Osm z nich odpovidé strandm ctvrtek uvniti R,, a vzdjemné se zrusi, protoze vytvoii ¢tyfi
dvojice opa¢nych orientaci stejné tsecky. Zbylych osm ¢lenti odpovidd strandm ¢tvrtek lezicim na OR,, a se¢tou se
na integral na levé strané rovnosti (2).

Z té zéroven plyne, podle trojihelnikové nerovnosti, ze pro néjakou ¢tvrtku E € {A, B,C, D} je

£otlz il 1

Protoze lim diam(R,,) = 0, tak existuje bod 2y takovy, ze zo € n R,. A protoze Ry =R C U, jeiz €U.

n=0
Nyni pouzijeme existenci derivace f’(zp). Pro dané (Ve > 0)(3d > 0) : B(zp,0) C U a pro néjakou funkci
A : B(z,0) = C aVz € B(20,0) je |A(2)] < ¢, a:

f(z) = f(20) + f'(20) - (2 = 20) + A(2) - (2 = 20) -
g(z) h(z)

Je jasné, ze g(z) je linedrni a h(z) = f(z) — g(z) je spojitd na B(zo,J).
Necht n € Ny je tak velké, ze R, C B(zo,0), protoze musime zajistit, aby limdiam(R,) = 0. Podle linearity

integralu a Disledku 10.1. mame:
j{ f= j{ g+ j{ h B2 % h. (3)
OR, OR, dR, OR,

fiRn h’ < max [A(2)(z — 20)| - obv(Ry,)

1
> -
— 4

Polozime tedy R, 11 = E.

Plati proto odhad:

zEOR,
diam(R) obv(R)
2n 2n

< e-diam(R,) -obv(R,) =€

obv(R)
.. oB) @)

Zde jsme pouzili vySe zminéné zmendeni pruméru a obvodu na polovinu po ctvrceni a to, ze prumér obdélnika je
mens? nez jeho obvod. Podle pfedchozich vysledku tak méme

1 1) : 4 b 2
— ?{ fl < ]{ f ® ]{ h Qs-w a tedy j{ f‘<s~obv(R)2.
4" | Jor OR, OR,. an OR
A protoze to plati pro Ve > 0, tak f=0. |

OR

11



11 Picardova véta

Véta o existenci a jednoznacnosti feseni obycejné diferencidlni rovnice proniho tddu s explicitni proni derivaci.

Definice 11.1. Kontrahujici zobrazend je kazdé takové zobrazeni, kde pro:
Ve e (0,1),Ya,be M : d(f(a), f(b)) <c-d(a,b)
Tedy f zkracuje vzddlenosti néjakym faktorem mensim nez 100%.

Véta. (Banachova o pevném bodu). Kazdé kontrahujici zobrazeni f : M — M dplného metrického prostoru do
sebe md prdvé jeden pevny bod. Tedy takovy bod a € M | Ze f(a) = a.

Tvrzeni 11.1. ((jplnost spojitych funkci). Pro kaZdd a,b € R : a < b je metricky prostor (C[a,b],d), spojitych

funkci f : [a,b] = R a s mazimovou metrikou d(f, g) = max, |f(x) — g(x)| dplng.

Véta. (Picardova). Necht a,b € R a F : R?> — R je spojitd funkce, pro ni? existuje konstanta M > 0 takovd, Ze
pro kazdd tri ¢isla u,v,w € R je:
|F(u,v) — F(u,w)| < M - |v—w|.

Potom existuje 6 > 0 a jednoznacné urcéend funkce [ :[a —d,a+ 0] = R, Ze:

fla)=b AN Vz€la—0d,a+d]: f(z)=F(x, f(x)). (1)
V kragnich bodech intervalu se zde i ddle hodnoty derivaci berou jednostranné.
Diikaz: Necht I := [a — 6, a + 4], pro néjaké malé & > 0.

Muzeme si véimnout, ze Fesitelnost rovnice (1) pro nezndmou funkci f je ze ZVA1 a ZVA2 ekvivalentni:

Ve el: f(x)=b+/ F(t, f(t)) dt, (2)
jednoduchym zintegrovanim/ zderivovanim obou stran.

Ukézeme, ze pro dostatecné malé § > 0 maji na intervalu I rovnice (1, 2) jednoznacéné feseni f.
Pravd strana rovnice (2) definuje zobrazeni A : C(I) — C(I) z mnoziny spojitych funkei f : I — R do sebe, tedy:

A(f)=g¢g ,kdepro zel: g(x) ::b—|—/mF(t,f(t)) dt.

Dokézeme, ze A je kontrahujici zobrazeni metrického prostoru (C(I),d), s maximovou metrikou d, do sebe.
Vzhledem k Banachové vété a Tvrzeni 11.1. pak méa A jednoznainy pevny bod, tedy funkci f € C(I) takovou, ze
A(f) = f, a obé rovnice (1) i (2) maji jednozna¢nd feseni.

Dokazeme tedy, Ze pro dostatecné malé § > 0 je A kontrahujici zobrazeni. Necht f,g € C(I). Potom:

d(A(f), Ag)) = max [A(f)(z) — Al(g)(=)] .. definice metriky d
= max /: F(t, f(t)) dt — /j F(t,g(t))’ ...... definice zobrazeni A
= max /: (F(t, f(t)) — F(t,g(t))) dt’ ...... linearita /
< rgg;(/: |F(t, f(t)) dt — F(t,g(t))| dt ... ‘/h‘ < /|h|
< max /: MI|f@)—g®)| a@a¢ L predpoklad pro F
§Iﬂrglg;</jM~d(f,g)dt ...... h§j:>/h§/j
=oM-d(f,¢). L. /wc:(l’—a)c

Napriklad pro é = %M je tedy A kontrahujici zobrazeni, s konstantou ¢ = % |
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12 Diferencidlni rovnice)
Linearni diferencidlni rovnice jsou rovnice tvaru a, (z)y™ + an_1(2)y™ Y + ...+ a1(2)y + ao(z)y = b(z).

Zadani: Vyreste diferencidlnd rovnici y' + ay = b pro nezndmou funkci y = y(x) (a dané funkce a(x) a b(x)).
Jednd se o linearni diferencidlni rovnici prvniho fadu tvaru:

(0,50 €R) :y(zo) =90 A ¥ +a(@)y = b(x), (1)

kde y = y(z) je nezndmé funkece a funkce a(z) a b(x) jsou dané, definované a spojité na néjakém otevieném
intervalu I, xg € I.

Lokélni jednoznaénost a existence feSeni rovnice plyne z Picardovy véty, takze staci rovnici jen vytesit.

Reseni: Hledame tedy integracni faktor ¢ = c(z) takovy, ze ¢ - (y' + ay) = (cy)’. Potom ¢y’ + acy = ¢y’ + 'y a
¢ musi splitovat rovnici ac = ¢, ¢ili (logc)’ = a. Funkce ¢ = e, kde A = J a, mé tedy pozadovanou vlastnost.
Vychozi linedrni rovnici vynasobime integra¢nim faktorem a dostaneme:

(cy) =c(y +ay) =cb.
—_———
c(1)

Takze (cy) =cbacy=D+cy, kde D = [cba ¢ je integracni konstanta. Méme tedy Feseni y = ¢~ (D + ).

Neboli:
y(z) = e A®) < / eA@p() da:+co), kde A(x) = / a(z) d.

Muzeme si vsimnout, ze y(z) je definovéno na celém I a ze Vy(zg) = y odpovidd pravé jedna hodnota cy.
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