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9.1 Vrcholové pokryt́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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1 Úvod a základńı definice

Definice 1.1. (Optimalizačńı problém) definujeme jako (I,F , f, g), kde:

� I je množina všech vstup̊u/instanćı (např́ıklad množina všech ohodnocených graf̊u)

� ∀I ∈ I : F(I) je množina př́ıpustných řešeńı (např. pro daný ohodnocený graf všechny kostry)

� ∀I ∈ I, A ∈ F(I) : f(I, A) je účelová funkce (např. součet hran na kostře)

� g je bit určuj́ıćı, zda chceme maximalizovat nebo minimalizovat

Definice 1.2. (NP-Optimalizačńı problém) definujeme jako (I,F , f, g), pro které plat́ı stejné
vlastnosti jako pro normálńı optimalizačńı problémy, ale nav́ıc:

� Délka př́ıpustných řešeńı ≤ poly(|I|).

� Jazyk dvojic (I, A), I ∈ I, A ∈ F(I) je v P (rychle umı́me ověřit, zda je řešeńı př́ıpustné).

� f je počitatelná v polynomiálńım čase.

Definice 1.3. (R-aproximace): Algoritmus A je R-aproximačńı, pokud:

� V polynomiálńım čase v |I| na vstupu I najde A ∈ F(I).

� Pro minimalizačńı problém: ∀I : f(A) ≤ R ·OPT(I).

� Pro maximalizačńı problém: ∀I : f(A) ≥ OPT(I)/R.

Tř́ıdy jazyk̊u a Pravděpodobnostńı algoritmy

Definice 1.4. (Tř́ıda problém̊u NP) je tř́ıda rozhodovaćıch problémů, v ńıž problém L lež́ı ⇐⇒
pokud ∃K ∈ P problém a ∃g polynom, přičemž ∀x vstupy je L(x) = 1 ⇐⇒ pokud pro nějaký
řetězec y délky nejvýše g(|x|) plat́ı K(x, y) = 1.

Definice 1.5. (NP-těžký problém) L ≡ je-li na něj převoditelný každý problém z NP.

Definice 1.6. (NP-úplný problém) L ≡ pokud je NP-těžký a zároveň L lež́ı v NP.

Definice 1.7. (Zero-error Probabilistic Poly time - ZPP): Algoritmus má vždy správný
výstup a běž́ı v poly čase.

Definice 1.8. (Randomized Poly time - RP): Algoritmus může omylem odmı́tnout správnou
odpověd’, ale nikdy nemá falešný pozitivńı výsledek. Pravděpodobnost chyby je nejvýše 1/2. Běž́ı v
poly čase.

Definice 1.9. (Bounded-error Probabilistic Poly time - BPP): Algoritmus může mı́t falešně
pozitivńı i negativńı výsledky. Pokud je srávná odpověd’ je TRUE, algoritmus přijme s pravděpodobnost́ı
alespoň 2/3, naopak pokud je FALSE, tak s pravděpodobnost́ı < 1/3.
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2 Metrický TSP

Definice 2.1. (Metrika) na množině V je funkce f : V × V → R+
0 taková, že:

(i) ∀x, y ∈ V : d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

(ii) ∀x, y ∈ V : d(x, y) = d(y, x),

(iii) ∀x, y, z ∈ V : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Problém 2.1. (Obchodńıho cestuj́ıćıho - TSP): Dostaneme úplný ohodnocený graf. Ćılem je
naj́ıt nejmenš́ı Hamiltonovský cyklus. Nemůže být aproximována, za předpokladu P ̸= NP .

V algoritmech budeme použ́ıvat pojem ’zkracováńı’, to znamená, že budeme vracet vždy jen prvńı
výskyt vrcholu v eulerovském tahu. Např́ıklad ET = (1, 3, 4, �3, 2, �1, 6)⇝ HT = (1, 3, 4, 2, 6).
Ćıl je minimalizovat d(C).

Algorithm 1 Metric-TSP

Input: G = (V,E), d : V × V → R+
0

Output: Cyklus C = V1, . . . , Vn zpermutovaných vrchol̊u

1: Najdi minimálńı kostru T .
2: Zdvojnásob každou hranu a najdi Eulerovský tah T . ▷ každá hrana právě jednou
3: Vypǐs Hamiltonovský cyklus C po zkracováńı.

Věta 2.1. Algoritmus Metrický TSP je 2-aproximačńı

D̊ukaz. Vı́me, že cost(T ) ≤ OPT . Protože jinak pokud vynecháme hranu z OPT , dostaneme kostru.
Ta ale nemůže být menš́ı než naše nejmenš́ı kostra T . Výsledný cyklus je d́ıky zkracováńı cost(C) ≤
cost(T ). Jelikož T obsahuje každou hranu T dvakrát, tak cost(T ) = 2 · cost(T ).
Celkem tak dostaneme cost(C) ≤ cost(T ) = 2 · cost(T ) ≤ 2 ·OPT . ■

Algorithm 2 Christofides̊uv algoritmus

1: Najdi minimálńı kostru T a označme W vrcholy lichého stupně T .
2: Najdi minimálńı perfektńı párováńı M na W
3: Najdi Eulerovský tah T ∪M a proved’ zkracováńı.
4: Vypǐs vzniklý cyklus C = T ∪M .

Věta 2.2. Algoritmus Metric-TSP je 3/2-aproximačńı.

D̊ukaz. Vı́me, že cost(T ) ≤ OPT . Zároveň v́ıme, že cost(M) ≤ OPT
2

(viz. Obr.), proto:

cost(T ∪M) ≤ cost(T ) + cost(M) ≤ OPT +
1

2
OPT =

3

2
OPT.

■
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3 Diskrétńı pravděpodobnost

Definice 3.1. (Diskrétńı pravděpodobnostńı prostor) je dvojice (Ω, P ), kde Ω je konečná nebo
spočetná množina elementárńıch jev̊u a P je pravděpodobnostńı funkce P : Ω → [0, 1] taková, že∑
w∈Ω

P [w] = 1.

Definice 3.2. (Uniformńı pravděpodobnostńı prostor). Uniformńı pravděpodobnostńı prostor
pro konečnou Ω je každý elementárńı jev A ∈ Ω : P [A] = 1

|Ω| .

Definice 3.3. (Geometrický pravděpodobnostńı prostor). Geometrický pravděpodobnostńı
prostor pro spočetnou Ω je je každý elementárńı jev A ∈ Ω : P [A] = 1

2A
.

Definice 3.4. (Jev). Jev je podmnožina A ⊆ Ω.

Definice 3.5. (Pravděpodobnost). Pravděpodobnost jevu A je P [A] =
∑
w∈A

P [w].

Pozorováńı 3.1. Pravděpodobnost pro disjunktńı jevy A,B ⊆ Ω je P [A ∪B] = P [A] + P [B].

Definice 3.6. (Náhodná veličina). Náhodná veličina na (Ω, P ) je libovolná funkce X : Ω→ R.

Definice 3.7. (Středńı hodnota). Středńı hodnota náhodné veličiny X je E(X) =
∑
w∈Ω

P [w]·X(w).

Lemma 3.1. (Linearita středńı hodnoty). Necht’ X, Y jsou nezávislé veličiny a α ∈ R, potom:

E[X + Y ] = E[X] + E[Y ] a E[αX] = αE[X].

Definice 3.8. (Indikátor náhodného jevu). Indikátor náhodného jevu A je náhodná veličina:

YA : Ω→ {0, 1}, YA(w) =

{
1 pokud w ∈ A (pokud jev nastal)

0 pokud w /∈ A (pokud jev nenastal)

Definice 3.9. (Podmı́něná pravděpodobnost). Podmı́něná pravděpodobnost je pravděpodobnost,
že nastal jev A za podmı́nek, že nastal jev B.

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)

Věta 3.1. (O úplné pravděpodobnosti). Necht’ A je jev a B1, ..., Bk je rozklad Ω na disjunktńı
jevy. Potom:

P (A) =
k∑
i

P [A|Bi] · P (Bi)

D̊ukaz.

P (A) = P

[
A ∩

k⋃
i=1

Bi

]
=

k∑
i=1

P [A ∩Bi]

■

Definice 3.10. (Nezávislé jevy). Jevy A a B jsou nezávislé ⇐⇒ P (A ∩B) = P (A) · P (B).
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4 Randomized Quicksort

Problém 4.1. (Randomizovaný Quiksort)

Algorithm 3 QS(S) , O(n log n)

Input: S množina n č́ısel
Output: Setř́ıděná množina S

1: if |S| ≤ 1 then return S

2: Vyber uniformě náhodně pivot p ∈ S
3: Rozděl S na A = {x ∈ S | x < p} , B = {x ∈ S | x > p}
4: return QS(A), p ,QS(B)

Pozorováńı 4.1. Quicksort běž́ı v nejhorš́ım př́ıpadě Ω(n2).

Věta 4.1. Pro každý vstup je očekávaný počet porovnáńı nejvýše 2nHn.

D̊ukaz. Necht’ X je náhodná veličina udávaj́ıćı počet porovnáńı.
Zafixujeme vstupńı posloupnost a poč́ıtáme Ai,j = Pr [porovnáme i-tý a j-tý prvek].
To, že se dva prvky porovnaj́ı muśı znamentat, že jeden z jich byl pivot:
Protože kdyby pivot p > i, j respektive p < i, j, tak bychom postoupili do daľśı úrovně rekurze.
Kdyby i < p < j, tak to prvky i, j rozděĺı – i p̊ujde do levé větve a j do pravé – takže se i, j nemůžou
porovnat. Proto, aby se porovnaly, muśı platit, že p = i, nebo p = j.
Možnost́ı voleb p, že prvky i, j nepostouṕı do daľśı úrovně rekurze je j +1− i. Z toho 2 volby vedou
k porovnáńı. Dostaneme tak pro i < j, že

Pr [Ai,j] =
2

j − i+ 1
.

Necht’ Xi,j =

{
1 Ai,j nastane,

0 jinak
je indikátorové veličina. Středńı hodnota počtu porovnáńı je pak:

E [X] =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

E[Xi,j] =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Pr[Ai,j] =

=
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

2

j − i+ 1
≤

n−1∑
i=1

n∑
k=2

2

k
≤ 2n ·

n∑
k=1

1

k
= 2nHn

■

Pozorováńı 4.2. Jelikož Harmonická řada Hn ≈ lnn, dostáváme tak pr̊uměrný čas O(n log n).

5 Konflikty v distribuovaném systému

Mějme n synchronizovaných proces̊u P1, . . . , Pn a jednu sd́ılenou pamět’. Všechny tyto procesory
chtěj́ı zapisovat do jedné buňky. To se povede vždy jen jednomu procesoru. Zkouš́ı to v každém
cyklu. Ćılem je navrhnout protokol tak, aby po t kroćıch s velkou pravděpodobnost́ı źıskal každý
procesor př́ıstup.

Algorithm 4 ConflictDistSystem

1: V každém cyklu zkus s pravděpodobnost́ı p přistoupit do databáze
2: Opakuj, dokud se ti to nepovede
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Věta 5.1. Pro algortimus s pravděpodobnost́ı p = 1
n

plat́ı, že s pravděpodobnost́ı alespoň 1 − 1
n

všechny procesy uspěj́ı v prvńıch t = 2en lnn kolech.

D̊ukaz. Označme Ai,t jev, že i-tý proces uspěl v kole t. Potom plat́ı 1:

Pr[Ai,t] = p(1− p)n−1 =
1

n

(
1− 1

n

)n−1

≥ 1

en
.

Označme Fi,t jev, že i-tý proces neuspěl v žádném z 1− t kol. Potom tedy:

Pr[Fi,t] =
t∏

τ=1

(1− Pr[Ai,τ ]) ≤
(
1− 1

en

)t

=

[(
1− 1

en

)en] t
en

≤
(
1

e

) t
en

.

Nyńı dosad́ıme hodnotu t = 2en lnn, aby nám to hezky vycházelo:
(
1
e

) t
en =

(
1
e

) 2��en lnn

��en = 1
n2 .

Pravděpodobnost, že nějaký proces Pi neuspěje v prvńıch t kolech je ≤
n∑

i=1

Pr[Fi,t] ≤ n · 1
n2 = 1

n
. ■

6 Globálńı minimálńı řez

Na vstupu dostaneme neorientovaný multigraf G = (V,E) a na výstupu bude řez ∅ ≠ S ⊆ E. Ćılem
je minimalizovat velikost řezu |S|.

Algorithm 5 Tokový O(n3)

1: Převedeme graf na ohodnocený s jednotkovými kapacitami.
2: Zafixujeme vrchol s.
3: Pro všechny ostatńı vrcholy t najdeme minimálńı st-̌rez.
4: return minimum z nich

Algoritmus na
(
n
2

)
≈ n2 párech poč́ıtá minimálńı st-̌rez (v O(n)). Proto celkem O(n · n2) = O(n3).

Algorithm 6 Contract O(n2 log n)

1: Vyber uniformě náhodně hranu a jej́ı vrcholy zkontrahujeme do jednoho
2: Opakujeme, dokud nemáme pouze dva vrcholy
3: Zbylé hrany na konci jsou náš řez

Na obrázku nám z̊ustaly pouze dva vrcholy, označme proto globálńı řez např́ıklad S = {a, b, c}.

Pozorováńı 6.1. Každý řez v G \ {e} odpov́ıdá řezu v G.

1Geometrické rozděleńı p(1− p)n−1 - prvńıch n− 1 pokus̊u neúspěšných, n-tý pokus úspěšný.
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Pozorováńı 6.2. Pokud C je řez v G a e /∈ C, pak C je řez v G \ {e}.

Lemma 6.1. Multigraf s n vrcholy a minimálńım řezem velikosti k má alespoň 1
2
nk hran.

D̊ukaz. Pro každý vrchol v ∈ V , kde |V | = n hrany incidentńı s v tvoř́ı řez. A tedy ∀v : deg(v) ≥ k.
Kdyby ne, tak existuje řez s velikost́ı menš́ı než k.
Vı́me, že počet hran je roven polovině ze součtu stupň̊u vrchol̊u, tedy:

|E| = 1

2

∑
v

deg(v) ≥ 1

2
nk.

■

Věta 6.1. Pravděpodobnost, že najdeme daný minimálńı řez C je alespoň
(
n
2

)−1
= 2

n·(n−1)

D̊ukaz. Zafixujme minimálńı řez C.
Označme Ai jev, že v prvńıch i iteraćıch jsme nevybrali hranu z C.
V počátečńım stavu zjevně plat́ı:

Pr[A0] = 1,

protože jsme nevybrali žádnou hranu.
Nás ovšem zaj́ımá Pr[An−2] – začal s n vrcholy a konč́ı se dvěma – celkem udělá n− 2 iteraćı.
Pr[A1] ≥ 1− k

nk/2
= 1− 2

n
, neboli alespoň 1 mı́nus pravděpodobnost, že vybereme hranu z C.

Pr[A2 | A1] ≥ 1− k
(n−1)k/2

= 1− 2
n−1

, je tam už pouze n−1 vrchol̊u a z podmı́něné pravděpodobnosti

dostaneme: Pr[A2] = Pr[A2 | A1] · Pr[A1]. Pro i-tý krok tak plat́ı, že Pr[Ai+1 | Ai] ≥ 1− 2
n−i

.
Celkem tedy můžeme určit:

Pr[An−2] ≥
(
1− 2

n

)
·
(
1− 2

n− 1

)
· . . . ·

(
1− 2

3

)
=

=
���n− 2

n
·�

��n− 3

n− 1
·
�
�

��n− 4

n− 2
· . . . · 2

�4
· 1
�3
=

2

n(n− 1)
=

(
n

2

)−1

■

Důsledek 6.1. Každý graf G má nejvýše
(
n
2

)
globálńıch minimálńıch řez̊u.

Věta 6.2. Když budeme algoritmus opakovat
(
n
2

)
log n-krát, tak dostaneme globálńı minimálńı řez s

pravděpodobnost́ı ≥ 1− 1
n
.

D̊ukaz. (
1−

(
n

2

)−1
)(n2) logn

=

(
1− 1(

n
2

))(n2) logn ≤ (1

e

)logn

=
1

n
.

■

Důsledek 6.2. Celkový počet globálńıch minimálńıch řez̊u je ≤ 1
2

n(n−1)

= n(n−1)
2

=
(
n
2

)
.

7 Hladové algoritmy

� Vstup: m stroj̊u, n úloh, každá trvá pi.

� Výstup: Rozvržeńı úloh stroje. Rozklad množiny {1, . . . , n} = I1, . . . , Im. (na disjunktńı množiny)

� Cı́l: max
i=1,...,m

∑
j∈Ii

pj, neboli maximalizovat délku rozvrhu stroje

Každá úloha může být zpracována jen na jednom ze stroj̊u a každý stroj může zpracovávat nejvýše
jednu úlohu najednou.
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Notace: Pro I1, . . . , Im a úlohu j ∈ Ii:

� Sj =
∑

k∈Ii; k<j

pk je čas začátku úlohy j

� Cj = Sj + pj je čas konce úlohy j

� Cmax = max
j

Cj, neboli délka rozvrhu

� Cmin = min
i

max
j∈Ii

Cj

Algorithm 7 Lokálńı prohledáváńı rozvrhu

1: Začni s nějakým rozvrhem
2: if ∃j : Cj = Cmax & Sj > Cmin then
3: Přeřad’ úlohu j na stroj s minimálńı dobou dokončeńı.
4: else return aktuálńı rozvrh
5: Opakuj krok 2.

Pozorováńı 7.1. Plat́ı ∀j ∈ [n] : OPT ≥ pj. Protože pj je součást́ı OPT .

Pozorováńı 7.2. Plat́ı OPT ≥ 1
m

∑n
i=1 pi ≥ Cmin ≥ Sj

Věta 7.1. Algoritmus je (2− 1
m
)-aproximačńı.

D̊ukaz. Odhad zlepš́ıme na Sj ≤
1

m

(
n∑

i=1

pi − pj

)
, protože alg před časem Sj nepracuje na úloze j.

Cmax = Sj + pj ≤
∑n

i=1 pi
m

− pj
m

+ pj =

∑n
i=1 pi
m

+

(
1− 1

m

)
pj

Poz.7.1.+7.2.

≤ (1)

≤ OPT +

(
1− 1

m

)
OPT =

(
2− 1

m

)
OPT. (2)

■

Algorithm 8 List scheduling - Hladový

1: Libovolně uspořádej úlohy
2: Zpracovávej úlohy jednu po druhé a přǐrad’ úlohu na nejméně načtený stroj

Věta 7.2. Algoritmus je (2− 1
m
)-aproximačńı.

Online algoritmy Vstup přicháźı postupně. Řešeńı muśıme konstruovat také po kroćıch a pak už
ho nesmı́me měnit. Hladový algoritmus je online, ale Lokálńı prohledáváńı neńı.
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7.1 LPT - Largest Processing Time first

Algorithm 9 LPT

1: Úlohy uspořádáme tak, že p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn.
2: Použijeme hladový List Scheduling algoritmus.

Věta 7.3. Algoritmus je 4
3
-aproximačńı.

D̊ukaz. BÚNO předpokládejme, že pn skončil jako posledńı a určuje tak délku rozvrhu. Necht’:

(1) pn ≤ 1
3
OPT : Jelikož Sn ≤ Cmin ≤ OPT , tak Cmax = Sn + pn ≤ OPT + 1

3
OPT = 4

3
OPT .

(2) pn > 1
3
OPT : V optimu rozvrhu jsou nejvýše 2 úkoly na každém stroji.

Pokud n ≥ m + 1 : OPT ≥ pm + pm+1, protože OPT pro prvńıch m + 1 úloh má 2 úlohy na
stejném stroji a ty jsou velké alespoň jako pm, pm+1. Pokud n ≥ m+ 2 : OPT ≥ pm−1 + pm+2,
protože OPT pro prvńıch m+ 2 úloh má 2 dvojice na stejném stroji. Alespoň jedna ve dvojici
je velikosti alespoň pm−1.

Tedy pro

{
n = m+ i OPT ≥ pm−i+1 + pm+i

n = m+ (n−m) OPT ≥ pm−(n−m)+1 + pm+(n−m) = p1−m + pn ⇝ 2
3
OPT > p1−m

Můžeme si tedy všimnout, že alespoň n−m úkol̊u z p1, . . . , pm má délku < 2
3
OPT .

■

7.2 Bin packing

� Vstup: n věćı a1, . . . , an ∈ [0, 1]

� Výstup: Rozvržeńı {1, . . . , n} na I1, . . . , Im, že ∀i :
∑
j∈Ii

aj ≤ 1. (
∑

věćı v každém koši ≤ 1)

� Cı́l: minimalizovat m, tedy počet koš̊u.

Algorithm 10 Hladový - First fit ”dej aj do prvńıho koše, do kterého se vejde.”

1: for all j = 1 . . . n do
2: Necht’ i je prvńı koš, do kterého se věc j vejde.
3: Vložme věc j do koše i.
4: if neńı takový koš then
5: Přidáme nový koš.

Best fit: Ř́ıká, dej aj do nejplněǰśıho koše, do kterého se vejde.

Věta 7.4. Každý Any Fit algoritmus je 2-aproximačńı.

D̊ukaz. Předpokládejme I1, . . . , Im zkonstruované algoritmem. Jelikož pro jeden koš je OPT = 1,
tak necht’ máme alespoň 2 koše. Označme Bi =

∑
j∈Ii

aj jako velikost i-tého koše.

Muśı platit, že ∀i, j, že i ̸= j : Bi +Bj > 1 a B1 +Bm > 1. Sečteme tedy všechny dvojice:

(B1 +B2) + (B2 +B3) + . . .+ (Bm−1 +Bm) + (Bm +B1) = 2(B1 + . . .+Bm) = 2
m∑
i=1

Bi

A jelikož pro jednotlivý součet dvojice plat́ı, že je > 1, tak:

m < 2
m∑
i=1

Bi = 2
n∑

j=1

aj ≤ 2OPT.

■
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7.3 Hledáńı disjunktńıch cest

Bez kapacity:

� Vstup: G = (V,E), k pár̊u (s1, t1), . . . , (sk, tk) ∈ V 2

� Výstup: I ⊆ {1, . . . , k} spolu s cestou Pi pro i ∈ I takovou, že Pi spojuje si a ti a každá hrana
je použita nejvýše jednou cestou.

� Cı́l: max |I|, neboli počet dvojic, které pospojujeme

Algorithm 11 Hladový

1: I ← ∅
2: for all i ∈ [k] \ I do
3: Necht’ Pi je nejkratš́ı siti-cesta v G
4: Najdi j ∈ [k] \ I, že |Pj| ≤ |Pi| pro každé i ∈ [k] \ I
5: if neexistuje taková cesta then return I a Pi (∀i ∈ I)

6: I ← I ∪ {j}, G← G \ Pj

return I a Pi (∀i ∈ I)

Věta 7.5. Algoritmus je 2
√
m+ 1-aproximačńı, kde m = |E| = Ω(k2) pro OPT = k .

D̊ukaz. Předpokládejme optimálńı řešeńı OPT ≥ 1 a |I| = ALG ≥ 1. Necht’ P ∗
i je optimálńı siti-

cesta pro i ∈ OPT . Poč́ıtejme cesty a rozdělme je na dva druhy – dlouhé OPTl a krátké OPTs:

OPTl = {|P ∗
i | ≥

√
m | i ∈ OPT}, OPTs = OPT \OPTl.

Můžeme si všimnout, že |OPTl| ≤
√
m. Protože máme

√
m ·
√
m = m neopakuj́ıćıch se hran. Kdyby

jich bylo v́ıce než
√
m, tak bychom použili v́ıce hran, než je v grafu.

Dlouhé cesty tedy nic nekaźı, protože najdou alespoň jednu cestu. Což nám stač́ı.
Krátké cesty, kde i ∈ OPTs jsou také v pořádku, protože tuto siti-cestu alg spojil. Je jich |I|.
Předpokládejme ale P ∗

i pro i ∈ OPTs \ I.
Potom existuje společná hrana e ∈ P ∗

i s nějakou cestou Pj (zvolena hladově), že |Pj| ≤ |P ∗
i | ≤

√
m.

Cesta Pj blokuje P ∗
i a nemůžeme tak vybrat cestu deľśı než

√
m.

Počet krátkých cest P ∗
i je proto |OPTs \ I| ≤

√
m · |I| a tedy:

|OPT | = |OPTl|+ |OPTs|︸ ︷︷ ︸
|OPTs\I|+|I|

≤
√
m︸︷︷︸

dlouhé

+
√
m · |I|+ |I|︸ ︷︷ ︸

krátké

≤ (2
√
m+ 1)|I|.

■
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S kapacitami:

Každá hrana má celoč́ıselnou kapacitu c ≥ 1. Pro c = 1 bychom měli β =
√
m.

Algorithm 12 Hladový s kapacitami

1: I ← ∅, β :=
⌈
m

1
c+1

⌉
, ∀e ∈ E : d(e) = 1.

2: for all i ∈ [k] \ I do
3: Necht’ Pi je d-nejkratš́ı siti-cesta v G
4: Najdi j ∈ [k] \ I, že d(Pj) ≤ d(Pi) pro každé i ∈ [k] \ I
5: if neexistuje takové j nebo d(Pj) ≥ βc then return I a Pi (∀i ∈ I)

6: Ii ← I ∪ {j}, ∀e ∈ Pj : d(e) := d(e) · β
return I a Pi (∀i ∈ I)

Věta 7.6. Algoritmus je 3c ·m
1

c+1 + 1-aproximačńı, tedy O(m
1

c+1 ) = O(β).

D̊ukaz. Předpokládejme optimálńı řešeńı OPT ≥ 1 a |I| = ALG ≥ 1. Necht’ P ∗
i je optimálńı siti-

cesta pro i ∈ OPT . Necht’ di je délka funkce na konci iterace i.
Opět rozděĺıme cesty na krátké a dlouhé:
Ř́ıkáme, že cesta je krátká, pokud d(P ) =

∑
e∈P

d(e) ≤ βc = m
c

c+1 .

Necht’ l je posledńı iterace, ve které hladový algoritmus vybal krátkou cestu a označme d̄ = dl.
Z pozorováńı 7.3. a pozorováńı 7.4. vyplývá, že:

|OPT \ I| ≤ c · d̄(E)

βc
=

c ·m(1 + 2|I|)
m

c
c+1

=

= c ·m
1

c+1 (1 + 2|I|) ≤ c ·m
1

c+1 · 3|I|.

Takže |OPT | ≤ |OPT \ I|+ |I| ≤
(
3c ·m

1
c+1 + 1

)
|I|. ■

Pozorováńı 7.3. d̄(E) ≤ m(1 + 2|I|)´

D̊ukaz. Každá hrana má na počátku algoritmu d(e) = 1, proto i d(E) = m. Kdyby byla deľśı, tak by
to značilo, že už byla vybána (byla by přenásobena faktorem β). Takže pro krátkou cestu po výběru:

d̄(E) ≤ m+
∑
i∈I

βc · β ≤ m+
∑
i∈I

2m = m+ 2m|I|.

■

Pozorováńı 7.4. Pro každou cestu P ∈ OPT \ I je d̄(P ) ≥ βc.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že pro nějakou cestu P je jej́ı délka d(P ) < βc.
Každá hrana na P je použita ≤ c−1 cestami z hladového algoritmu =⇒ P je dostupná pro hladový
algoritmus, ale ten ji nepoužil =⇒ spor. ■

8 SAT

� Vstup: n boolovských proměnných x1, . . . , xn a m klauzuĺı C1, . . . , Cm s vahou wj.

� Výstup: Hodnota True/False vzhledem k x1, . . . , xn

� Cı́l: maximalizovat váhy př́ıslušných klauzuĺı, tedy max
m∑
j=1

wj

Předpokládáme, že se žádný literál v klauzuli neopakuje a že nejvýše jeden z xi, x̄i se vyskytuje v Ci
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8.1 RAND-SAT

Algorithm 13 RAND-SAT

1: Pro ∀i ∈ [n] nezávisle náhodně nastav xi =

{
True Pr = 1

2
,

False Pr = 1
2
.

Věta 8.1. Algoritmus je 2-aproximačńı.

D̊ukaz. Pro každou klauzuli Cj zavedeme indikátorovou proměnnou Yj s 1 =nesplněna, 0 =splněna.
Pro k literál̊u je Pr[C neńı splněna] = 1

2k
=
∑

Yj.
Vı́me, že k ≥ 1 a že plat́ı E[Yj] = Pr[C je splněna] = 1− 1

2k
≥ 1

2
. A tedy:

W =
m∑
j=1

wjYj, E[W ]
linearita
=

m∑
j=1

E[Yj]wj ≥
1

2

m∑
j=1

wj ≥
1

2
OPT.

■

8.2 BIASED-SAT

Předpokládáme, že ∀i :
∑

j:Cj=xi

wj︸ ︷︷ ︸∑
+

≥
∑

j:Cj=x̄i

wj︸ ︷︷ ︸∑
−

.

Algorithm 14 BIASED-SAT

1: Pro ∀i ∈ [n] nezávisle náhodně nastav xi =

{
True s pravděpodobnost́ı p > 1

2
,

False 1− p.

Necht’ U je množina klauzuĺı bez záporných jednotkových klauzuĺı.

Pozorováńı 8.1. OPT ≤
∑

j∈U wj.

D̊ukaz. Použ́ıváme předpoklad, že
∑

+wj ≥
∑

−wj

E

[
m∑
j=1

wjYj

]
=

m∑
j=1

wjE[Yj] ≥
m∑
j=1

wj Pr[Cj je splněná] ≥

≥
m∑
j=1

wj · p ≥ p ·OPT.

■

Věta 8.2. Algoritmus je φ-aproximačńı.

D̊ukaz. Uvažme klauzuli Cj délky kj a indikátorovou veličinu Yj.
Pokud je k = 1, tak dostaneme kladný literál: Yj = p. Pro kj ≥ 2 :
Označme a počet záporných literál̊u a b počet kladných literál̊u. Pr[C nesplněná] = pa(1− p)b.

Yj = 1− pa(1− p)b
p> 1

2

≥ 1− pa+b
kj≥2

≥ 1− p2.

Máme tedy p = 1− p2 a dostáváme tak p = φ =
√
5−1
2

. ■
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8.3 LP-SAT

Algorithm 15 LP-SAT

1: Pro každou proměnnou xi si poř́ıd́ıme binárńı proměnnou yi ∈ {0, 1} a pro každou klauzuli Cj

binárńı proměnnou zj ∈ {0, 1}.
2: Vytvoř lineárńı program (viz. LP ńı̌ze)
3: Relaxuj program a vyřeš ho (dostaneme optimum y∗, z∗)
4: Nastav proměnné xi na True s pravděpodobnost́ı y∗i a False s (1− y∗i ).

Lineárńı Program:

� Účelová funkce: max
m∑
j=1

zj

� Proměnné: yi ∈ {0, 1}, zj ∈ {0, 1}, (negaci zapisujeme jako 1− yi)

� Podmı́nky: zj ≤
∑
+

yi +
∑
−
(1− yi)

Fakt A. (A/G nerovnost). Pro každé nezáporné a1, . . . , an :
n∏

i=1

a
1
n
i ≤

1

n

n∑
i=1

ai

Fakt B. (Konvexńı funkce). Pokud je funkce f na [0, 1] konkávńı a f(0) = a, f(1) = a+ b, pak

∀x ∈ [0, 1] : f(x) ≥ a+ bx

Fakt C. (Odhad na 1/e).

(
1− 1

n

)n

≤ 1

e

Věta 8.3. Algoritmus je (1− 1
e
)-aproximačńı

D̊ukaz. Uvažme y∗, z∗ a Cj s délkou kj; potom:

Pr [Cj neńı splněná] =

kladné︷ ︸︸ ︷∏
i:xi∈Cj

(1− y∗i )

záporné︷ ︸︸ ︷∏
i:xi∈Cj

y∗i
A
=

A
=

 1

kj

 ∑
i:xi∈Cj

(1− y∗i ) +
∑

i:xi∈Cj

y∗i

kj

=

=

1− 1

kj

 ∑
i:xi∈Cj

y∗i +
∑

i:xi∈Cj

(1− y∗i )

kj

≤ // definice z∗ v LP

≤
(
1−

z∗j
kj

)kj

Nás zaj́ımá splněńı, tedy:

Pr [Cj je splněná] ≥

f(z∗j )︷ ︸︸ ︷
1−

(
1−

z∗j
kj

)kj B

≥

B

≥

[
1−

(
1− 1

kj

)kj
]
· z∗j

C

≥
(
1− 1

e

)
z∗j
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Pro fakt B jsme pozorovali, že a = f(0) = 0 a také že druhá derivace je nekladná. Pak:

E

[
m∑
j=1

wjYj

]
=

m∑
j=1

wjE [Yj] ≥
∑
j∈U

wj · Pr [Cj je splněná] ≥

≥
∑
j∈U

wj ·
(
1− 1

e

)
z∗j

=

(
1− 1

e

)
OPT

■

8.4 BEST-SAT

Algorithm 16 BEST-SAT

1: S pravděpodobnost́ı 1
2
spust’ RAND-SAT, s pravděpodobnost́ı 1

2
spust’ LP-SAT.

Věta 8.4. Algoritmus je 3
4
-aproximačńı.

D̊ukaz. Necht’ W je součet všech splnitelných klauzuĺı v BEST-SAT, W1 v RAND-SAT a W2 v LP-SAT.

E[W ] = E
[
1

2
W1 +

1

2
W2

]
≥ 1

2

m∑
j=1

wj

(
1− 1

2kj

)
+
1

2

m∑
j=1

wj

[
1−

(
1− 1

kj

)kj
]
z∗j ≥

3

4

m∑
j=1

wjz
∗
j︸ ︷︷ ︸

LP-OPT

≥ 3

4
OPT

kj Rand-SAT LP-SAT BEST-SAT

1 1
2

1 · z∗j ≥ 3
4
z∗j

2 3
4
= k1 +

1
4

3
4
= k1 + (1− 1

4
)z∗j ≥ 3

4
z∗j

≥ 3 ≥ 7
8

(1− 1
e
)z∗j > 3

4
z∗j

■

9 Pokrývaćı problémy

9.1 Vrcholové pokryt́ı

� Vstup: Graf G = (V,E) a ceny vrchol̊u c : V → R+

� Výstup: W ⊆ V , že ∀e ∈ E : e ∩W ̸= 0.

� Cı́l: min
∑

w∈W
c(w), minimalizujeme ceny, označme C(W )

Pozorováńı 9.1. W je vrcholové pokryt́ı ⇐⇒ V \W je nezávislá množina.

Pozorováńı 9.2. Vrcholové pokryt́ı je speciálńım př́ıpadem množinového pokryt́ı, kde f = 2 a g ≤ n
je maximálńı stupeň grafu. (f, g si uvedeme později).

14



Algorithm 17 Vertex-Cover

1: Vytvoř celoč́ıselný lineárńı program (viz. LP ńı̌ze).
2: Zrelaxuj program a vyřeš ho: I = {i | x∗

i ≥ 1
2
}, tedy xv = 1, když xv ≥ 1

2
.

Lineárńı program:

� Proměnné: xv ∈ {0, 1} (∀v ∈ V )

� Účelová funkce: min
∑
v∈V

c(v)xv

� Podmı́nky: xu + xv ≥ 1 (∀uv ∈ E)

Věta 9.1. Algoritmus je 2-aproximačńı.

D̊ukaz. Proměnné jsme během relaxace zaokrouhlili z x∗
v ≥ 1

2
na 1. T́ım jsme řešeńı max zdvojnásobili.

ALG =
∑
v∈V

c(v) ≤ 2
∑
v∈V

c(v)x∗
v ≤ 2OPT.

■
9.2 Množinové pokryt́ı

� Vstup: Systém množin S1, . . . , Sm ⊆ {1, . . . , n}, každý má cenu c1, . . . , cm ≥ 0, kde c : V → R+

� Výstup: Podsystém I ⊆ {1, . . . ,m}, že
⋃
j∈I

Sj = {1, . . . , n}.

� Cı́l: min
∑
j∈I

c(j), tedy minimalizovat cenu I.

Parametry: Můžeme si to představit jako bipartitńı graf, kde levá partita obsahuje {1, . . . , n} a
pravá {S1, . . . , Sm}. Potom máme parametry:

� f = max
e∈[n]
|{j | e ∈ Sj}|, tedy maximálńı stupeň na levé partitě,

� g = max
j∈[m]
|Sj| ≤ n, tedy maximálńı stupeň na pravé partitě.

Algorithm 18 LP-Set Cover

1: Vytvoř celoč́ıselný lineárńı program (viz. LP ńı̌ze).
2: Zrelaxuj program a vyřeš ho: I = {i | x∗

i ≥ 1
f
}, tedy zvol v, když xv ≥ 1

f
.

Lineárńı program

� Účelová funkce: min
m∑
i=1

c(i)xi

� Proměnné: x1, . . . , xm ≥ 0

� Podmı́nky:
∑

j:e∈Sj

xj ≥ 1, pro e = 1, . . . ,m

Duálńı program

� Účelová funkce: max
m∑
e=1

ye

� Proměnné: y1, . . . , yn ≥ 0

� Podmı́nky:
∑
e∈Sj

ye ≤ c(j), pro j = 1, . . . ,m

Věta 9.2. Algoritmus je f -aproximačńı.

D̊ukaz. Proměnné jsme během relaxace zaokrouhlili z x∗
v ≥ 1

f
na 1. Řešeńı jsme násobili max f -krát:

ALG =
∑
i∈I

c(i) ≤ f
∑
i∈I

c(i)x∗
i ≤ f

m∑
i=1

c(i)x∗
i = f ·OPT.

■
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Podmı́nky komplementarity Pokud jsou x∗ a y∗ optima, pak

{
∀j : x∗

j = 0 ∨
∑

ye = c(j), a

∀e : y∗e = 0 ∨
∑

j:e∈Sj
xj = 1

Algorithm 19 Primárně-Duálńı (PDA)

1: I ← ∅, E ← ∅, y1, . . . , yn = 0
2: while ∃e /∈ E do
3: δ = minj:e∈Sj

(
c(j)−

∑
e∈Sj

ye

)
▷ ř́ıká o kolik m̊užeme zvýšit

4: ye ← ye + δ ▷ zvýš́ıme ye ”co nejv́ıc”
5: for all j : e ∈ Sj a

∑
e∈Sj

ye = c(j) do ▷ přidáme množiny splňuj́ıćı podm. kompl.

6: I ← I ∪ {j}, E ← E ∪ Sj
return I

Věta 9.3. Algoritmus je f -aproximačńı.

D̊ukaz.

ALG
def.
=
∑
j∈I

c(j)
PDA 5.
=

∑
j∈I

∑
e∈Sj

ye
def f

≤
n∑

e=1

f · ye
DP

≤ f ·OPT

■

Vybereme na začátku množinu pokrývaj́ıćı nejv́ıc prvk̊u. A pak vyb́ıráme takovou, která pokrývá
nejv́ıce nových prvk̊u. Tedy abychom si za stejnou cenu koupili co nejv́ıc.

Algorithm 20 Hladový Set-Cover

1: I ← ∅, E ← ∅, qe = 0
2: while E ̸= {1, . . . , n} do
3: Pro j ∈ {1, . . . ,m} & Sj ⊈ E polož pj :=

c(j)
|Sj\E| . ▷ kolik zaplat́ıme za pokryt́ı nového prvku

4: Bud’ j0, že pj0 je minimálńı.
5: Bud’ qe = pj0 (∀e ∈ Sj0 \ E). ▷ ulož́ıme cenu nově pokrytých prvk̊u
6: I ← I ∪ {j0}, E ← E ∪ Sj0 .

return I

Věta 9.4. Algoritmus je Hg aproximačńı.

D̊ukaz. Máme, že ALG =
m∑
e=1

qe.

Označme q̄ = 1
Hg

q jako př́ıpustné řešeńı duálńıho LP. Chceme
∑

e∈Sj
qe ≤ c(j).

Necht’ Sj = {e1, . . . , ei, . . . , ek} a oč́ıslujeme prvky tak, že ek je prvńı a e1 je posledńı pokrytý prvek.

Uvědomme si, že qei ≤
c(j)
i
, protože pro ei máme prvńıch i prvk̊u ještě nepokrytých. Z definice

vyb́ıráme vždy nejlevněǰśı možnou množinu. Dostaneme tak:

∑
e∈Sj

qe =
k∑

i=1

qei ≤
c(j)

1
+

c(j)

2
+ . . .+

c(j)

k
= Hk · c(j)

∑
e∈Sj

qe =
1

Hg

∑
e∈Sj

qe ≤
1

Hg

·Hk · c(j)
k≤g

≤ c(j)

A tedy q̄ je př́ıpustné řešeńı. ■

Pozorováńı 9.3. Jelikož plat́ı, že Hg ≈ ln g ≤ lnn, tak je algoritmus ln(n)-aproximačńı.
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10 Paralelńı maximálńı nezávislá množina - PARA-MIS

� Vstup: Graf G = (V,E)

� Výstup: I ⊆ V maximálńı nezávislá množina vzhledem k inkluzi

Vybereme velkou nezávislou množinu S. Z grafu odebereme S ∪ N(S) spolu se všemi incidentńımi
hranami.2

Algorithm 21 PARA-MIS

1: I ← ∅
2: while V ̸= 0 do
3: for all v ∈ V do pokud je dv = 0 pak I := I ∪ {v}, V := V \ {v}. ▷ dv := deg(v)

4: for all v ∈ V do označ v s pravděpodobnost́ı 1
2dv

(nezávisle).

5: for all uv ∈ E do pokud u i v jsou označeny, smaž označeńı nižš́ıho stupně.

6: S ← {v ∈ V | v označený}
7: I ← I∪S, V ← V \(S∪N(S)), E ← odebereme hrany incidentńı s vrcholem v S∪N(S).

return I, pokud V ̸= 0.

Definice 10.1. Vrchol v ∈ V je dobrý, pokud má alespoň dv
3
soused̊u stupně ≤ dv. Jinak špatný.

Definice 10.2. Hrana uv ∈ E je špatná, pokud jsou oba jej́ı vrcholy špatné.

Lemma 10.1. Existuje konstanta α > 0, že ∀v dobrý plat́ı v jedné iteraci Pr[v ∈ S ∪N(S)] ≥ α. 3

D̊ukaz. Necht’ v je dobrý vrchol. Plat́ı:

Pr [v má souseda označeného v (4)] ≥ 1−

neoznač́ıme žádného souseda︷ ︸︸ ︷∏
w∈N(v)

(
1− 1

2dw

)
≥ 1−

(
1− 1

2dv

) dv
3

= konst. > 0

Jestliže je libovolný vrchol w označen, ukážeme, že s pravděpodobnost́ı alespoň 1
2
z̊ustane označen i

po kroku (5). Označeńı můžeme odebrat jedině když má označeného souseda stejného nebo vyšš́ıho
stupně. Ten je však označen s pravděpodobnost́ı nejvýše 1

2dw
.

Vzhledem k tomu, že w má nejvýše dw takových soused̊u, celková pravděpodobnost odebráńı označeńı
je nejvýše dw · 1

2dw
= 1

2
. ■

Lemma 10.2. Špatných hran je nejvýše |E|
2
. (Respektive, alespoň polovina hran je dobrá.)

D̊ukaz. Necht’ jsou B špatné vrcholy, EB špatné hrany a din, dout je počet (vy)stupuj́ıćıch hran.
Hrany zorientujeme tak, že u→ v, pokud du < dv, tedy od menš́ıho k větš́ımu stupni.

2N(S) = {u | ∃v ∈ S : uv ∈ E} je množina soused̊u
3Pravděpodobnost, že daný vrchol odstrańıme je > α
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Pod́ıváme se na špatný vrchol v ∈ B, z definice máme dinv ≤ dv
3
. Proto pro vystupuj́ıćı doutv > 2

3
dv a

tedy dostaneme dinv < 1
2
doutv . To plat́ı i celkově při sečteńı:

|EB| ≤
∑
v∈B

dinv ≤
1

2

∑
v∈B

doutv ≤ 1

2
|E|.

■

Věta 10.1. Pr̊uměrný počet fáźı algoritmu je ≤ O(log n).

D̊ukaz. Necht’ Mi je počet hran E po i-fáźıch.
Na počátku máme M0 = m = |E| počet hran na vstupu. Tvrd́ıme, že plat́ı:

E[Mi+1] ≤
(
1− α

2

)
E[Mi].

Pokud máme v nějaké fázi Mi hran, které vstupuj́ı do i-té fáze, tak podle lemmatu 10.2. je alespoň
Mi

2
dobrých a dobrá hrana je odebrána s pravděpodobnost́ı α.

”Polovina hran je dobrých a dobrou hranu odstrańıme s pravděpodobnost́ı α, proto 1− α
2
”.

Po t fáźıch, kde t = c logm, dostaneme, že algoritmus skonč́ı s pravděpodobnost́ı alespoň 1
2
:

E[Mt] ≤
(
1− α

2

)t
m

c logm

≤ 1

2
.

■

11 Hashovaćı funkce

Definice 11.1. Necht’ M, |M | = m,N, |N | = n,H ⊆ {f | f : M 7→ N}. Systém H je

� 2-univerzálńı, jestliže:

(∀x1, x2 ∈M,x1 ̸= x2) Prh∈H [h(x1) = h(x2)] ≤ 1/n

� silně 2-univerzálńı, jestliže:

(∀x1, x2 ∈M,x1 ̸= x2) (∀y1, y2 ∈ N) Prh∈H [h(x1) = y1 ∧ h(x2) = y2] =
1

n2

Pozorováńı 11.1. Silná 2-univerzalita =⇒ slabá 2-univerzalita.

Pozorováńı 11.2. Silná 2-univerzalita =⇒ {h(x) | x ∈ N} po 2 nezávislé náhodné proměnné.

Konstrukce: Např́ıklad pro M = N je těleso máme silně 2-univerzálńı systém

H = {ha,b | a, b ∈ N} ha,b : x 7→ ax+ b

11.1 Dynamický slovńık

Máme univerzumM velikosti |M | = m = 2d, slovńık S ⊆M velikosti |S| = s a ćılem je reprezentovat
S tabulkou N velikosti n = |N | = O(s). H je silně 2-univerzálńı, h ∈ H voĺıme uniformě náhodně.
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Kolize Řeš́ıme za pomoci spojového seznamu. Řetěźıme za sebe.

Operace: (trvá pr̊uměrně O(1)):
� vložeńı do S

� vyhledáváńı x v S

� vymazáńı x z S

Lemma 11.1. Pokud n = O(s), tak pr̊uměrná doba operace je O(1)

D̊ukaz. Chceme ∀x ∈ S : E
[
nh(x)

]
= O(1). Budeme poč́ıtat počet koliźı na jeden prvek:

Necht’ Xy =

{
1 h(y) = h(x),

0 jinak.

Jelikož ∀x, y, x ̸= y jsou h(x), h(y) nezávislé, tak E [Xy] =
1
n
:

E
[
nh(x)

]
=

prvek x

1 +

# koliźı=délka nh(x)︷ ︸︸ ︷∑
y ̸=x

E [Xy] = 1 +
s− 1

n
= O(1)

■

Lemma 11.2. E[|C|] =
(
s
2

)
1
n
, pokud je H silně 2-univerzálńı, kde C je množina koliźı pro h, S.

11.2 Statický slovńık

S je dáno předem. Vytvoř́ıme datastrukturu v polynomiálńım čase. Chceme, aby prostor byl velikosti
O(|S|) a aby operace vyhledáńı běžela nejh̊uř v čase O (1).
(to jsme předt́ım neměli – seznam mohl být dlouhý a maximálńı počet operaćı velký)

1. Najdeme h ∈ H : U → T tak, že |C| ≤ n. 4

2. Vytvoř́ıme dvě tabulky a hashujeme dvakrát – jednou pro index do prvńı tabulky (|C| ≤ n) a
ta urč́ı funkci pro druhé hashováńı (|C| = 0).

Lemma 11.3. Existuje h ∈ H s |C| ≤ n.

D̊ukaz. E[|C|]
2-univ

≤
(
s
2

)
1
n

s≤n

≤
(
n
2

)
1
n
≤ n

2
. ■

Lemma 11.4. Existuje h ∈ H s |C| = 0.

D̊ukaz. E[|Cni
|] ≤

(
ni

2

)
1
n2
i
≤ 1

2
. ■

Lemma 11.5.
∑

n2
i ∈ O(|C|+ s)

D̊ukaz. |C| =
∑n

i=1

(
ni

2

)
=
∑(

n2
i

2
− ni

2

)
=
∑ n2

i

2
− n

2
■

4C = {{x, y} | x, y ∈M,x ̸= y, h(x) = h(y)}, neboli kolize
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12 Testováńı

12.1 Násobeńı matic

� Vstup: Matice A,B,C ⊆ Kn×n

� Výstup: ANO, pokud A ·B = C, jinak NE.

Algorithm 22 Matrix, O(n2)

1: Vezmi náhodný x⃗ ∈ {0, 1}n
2: if A ·B · x⃗ = C · x⃗ then return ANO
3: else return NE

Věta 12.1. Pokud A ·B ̸= C, pak Pr[’NE’ ] ≥ 1
2
.

D̊ukaz. Necht’ D = AB − C je nenulová matice. Pokud D ̸= 0, pak Pr[Dx ̸= 0] ≥ 1
2
. ■

12.2 Nulovost polynomů (PIT)

� Vstup: Matice polynomů proměnných, determinant určuje náš polynom

� Výstup: ANO, jestliže je polynom identicky nulový, jinak NE

Nezaj́ımá nás, jestli je identicky nulový, ale zda je nulový v tělese, ve kterém pracujeme. Budeme
pracovat s polynomy v́ıce proměnných a d bude označovat celkový stupeň (součet stupň̊u v nějakém
nenulovém monomu).
Převeditelné na to, zda je výrok tautologie (jdou na sebe převést) =⇒ NP těžké.

Lemma 12.1. Necht’ P (x1, . . . , xn) je nenulový polynom nad K stupně ≤ di a S ⊆ K konečná
množina. Necht’ x1, . . . , xn ∈ S uniformě náhodně. Pak

Prx⃗ [P (x⃗) = 0] ≤ d

|S|
.

Pro n = 1 má polynom nejvýše d kořen̊u, at’ zvoĺıme s jakkoliv. Je to dost šikovné, protože podle |S|
si voĺıme přesnost algoritmu (pro |S| ≥ 2d máme ≥ 1

2
)

D̊ukaz. Pro n = 1 plat́ı.
Nyńı indukćı podle n. Rozděĺıme polynom na A a B, kde stupeň v B je ostře menš́ı k. To umı́me
t́ım, že vytkneme nějakou proměnnou:

P (x⃗) = xk
1 · A(x2, . . . , xn) +B(x⃗)

A je identicky nulový (podle IP) s pravděpodobnost́ı ≤ d−k
|S| .

Chceme dokázat, že Pr [P (x⃗) = 0 | A(x2, . . . , xn) ̸= 0] ≤ k
|S| .

Při konkrétńıch hodnotách x2, . . . , xn se polynom vyhodnot́ı na nějaké č́ıslo a zbytek polynomu P (x⃗)
bude αxk

1 + β, což nebude mı́t v́ıce než k kořen̊u
Nyńı si uvědomı́me, že

Pr [P (x⃗) = 0] ≤ α + β ≤ d− k

|S|
+

k

|S|
=

d

|S|
.

■

20



13 Perfektńı párováńı

Definice 13.1. (Edmondsova matice). Necht’ (U, V,E) je bipartitńı graf, n = |U | = |V |. Pak

Edmondsova matice grafu je n× n matice B definována předpisem Bu,v =

{
xu,v uv ∈ E,

0 jinak.

Za každou hranu bude v matici jedna proměnná.

Pozorováńı 13.1. det(B) je polynom, jehož monomy bijektivně odpov́ıdaj́ı perfektńım párovańım.
(sč́ıtáme součin permutace matice a když se zrovna tref́ıme do párovańı, tak máme monom)

Algorithm 23 Test existence perfektńıho párováńı

1: Zvol uniformně náhodně nezávisle xu,v ∈ {1, . . . , 2n}, ▷ 2n, aby nám vyšlo ’NE’ s p ≥ 1
2

2: Spoč́ıtej determinant.
3: if determinant ̸= 0 then párováńı určitě existuje.
4: else párováńı neexistuje s pravděpodobnost́ı ≥ 1

2

13.1 Izoluj́ıćı lemma

Věta 13.1. Necht’ máme systém množin S1, . . . , Sn ⊆ {a1, . . . , am} s náhodně zvolenými vahami
w(a1), . . . , w(am) ∈ R, |R| = r. Pak5

Pr [∃ právě jediná Sj s minimálńı w(Sj)] ≥ 1− m

r
.

Pro naše použit́ı budeme cht́ıt r = 2m

D̊ukaz. Necht’ Ai je jev, že existuj́ı Sk, Sl tak, že w(Sk) = w(Sl) = minj w(Sj) a ai ̸∈ Sk, ai ∈ Sl.
Existuj́ı dvě minimálńı množiny, které se lǐśı v prvku i (špatný jev). Když nenastane žádný z jev̊u
Ai, pak máme vyhráno, jelikož dvě minimálńı neexistuj́ı
Ukážeme, že Pr [Ai] ≤ 1

r
. Systémy S1, . . . , Sn rozděĺıme na dvě množiny podle i:

S0 = {j | ai ̸∈ Sj} , S1 = {j | ai ∈ Sj}

Pokud Ai nastane, pak plat́ı:

pro Sk k ∈ S0, w(Sk) = min
j∈S0

w(Sj),

pro Sl l ∈ S1, w(Sl) = min
j∈S1

w(Sj).

Pak, když zafixujeme všechny váhy a vyb́ıráme váhu ai, plat́ı:

Prw(ai)∈R [w(Sk) = w(Sl) | w(a′i), i′ ̸= i vybrána] ≤ 1

r
.

Součtem pro všechny množiny a dostáńım opačného jevu dostáváme hledanou nerovnost. ■

Algorithm 24 Rychlý paralelńı algoritmus pro perfektńı párováńı

1: Zvol rovnoměrně náhodně váhy w(uv) ∈ {1, . . . , 2m} pro každou hranu.
2: Zasubstituuj do Edmondsovy matice xuv = 2w(uv). ▷ (*)
3: Najdi W tak, že 2W je maximálńı č́ıslo tvaru 2α, že 2α | det(C). ▷ (**)
4: for uv ∈ E do
5: Spoč́ıtej d = det(Cuv).
6: if 2W−w(uv) je max. č́ıslo tvaru 2α | d then přidej uv do M ▷ přežilo párov. smazáńı uv?

7: Zkontroluj, že M je PP ▷ mohli jsme vygenerovat nesmysl

(*) V algoritmu př́ıspěvek PP je ±2w(M) = ±
∏

uv∈M 2w(uv)

(**) Zaj́ımá nás posledńı index, kde det = 1, jelikož to odpov́ıdá unikátńımu perfektńımu párováńı.
(všechny PP jsou ve tvaru 0b10000, kde w(uv) jsou nuly za 1)

5Prvky ai budou hrany v grafu a množiny Sj budou perfektńı párováńı. Chceme nějak zvolit váhy a ukázat, že
nám nějak jednoznačně identifikuj́ı nějakou z množin (tedy perfektńıch párováńı).
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Zdroje

Čerpal jsem z vlastńıch poznámek z hodin plus:

� skripta prof. Jǐŕıho Sgalla

� poznámky z hodin – Sláma
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https://iuuk.mff.cuni.cz/%7Esgall/vyuka/BCALG/bcalg.pdf
https://slama.dev/poznamky/aproximacni-algoritmy
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