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1 Uvod a zakladni definice

Definice 1.1. (Optimalizaéni problém) definujeme jako (Z, F, f, g), kde:
e 7 je mnozina vSech vstupu/instanci (napriklad mnozina viech ohodnocenijch grafi)
e VI € T: F(I) je mnozina piipustnych feseni (napr. pro dany ohodnoceny graf vsechny kostry)
e VieZ, Ac F(I): f(I,A) je ucelova funkce (napr. soucet hran na kostre)
e ¢ je bit urcujici, zda chceme maximalizovat nebo minimalizovat

Definice 1.2. (NP-Optimalizaéni problém) definujeme jako (Z,F, f,g), pro které plati stejné
vlastnosti jako pro normalni optimalizac¢ni problémy, ale navic:

e Délka piipustnych feseni < poly(|I]).
e Jazyk dvojic (I,A),I € Z,A € F(I) je v P (rychle umime ovéfit, zda je Feseni piipustné).
e f je pocitatelnd v polynomidlnim case.
Definice 1.3. (R-aproximace): Algoritmus A je R-aproximaé¢ni, pokud:
e V polynomidlnim ¢ase v || na vstupu [ najde A € F(I).
e Pro minimaliza¢ni problém: VI : f(A) < R-OPT(I).
e Pro maximaliza¢ni problém: VI : f(A) > OPT(I)/R.

Tridy jazykt a Pravdépodobnostni algoritmy

Definice 1.4. (T7Tida problémdu NP) je tiida rozhodovacich problémi, v niz problém L lezi <=
pokud 3K € P problém a Jg polynom, pricemz Vx vstupy je L(x) = 1 <= pokud pro néjaky
fetézec y délky nejvyse g(|z|) plati K (z,y) = 1.

Definice 1.5. (NP-tézky problém) L = je-li na néj prevoditelny kazdy problém z NP.
Definice 1.6. (NP-iplny problém) L = pokud je NP-tézky a zaroven L lezi v NP.

Definice 1.7. (Zero-error Probabilistic Poly time - ZPP): Algoritmus mé vzdy spravny
vystup a bézi v poly case.

Definice 1.8. (Randomized Poly time - RP): Algoritmus muze omylem odmitnout spravnou
odpovéd, ale nikdy nemé falesny pozitivni vysledek. Pravdépodobnost chyby je nejvyse 1/2. Bézi v
poly case.

Definice 1.9. (Bounded-error Probabilistic Poly time - BPP): Algoritmus muze mit falesné
pozitivni i negativni vysledky. Pokud je sravna odpovéd je TRUE, algoritmus pfijme s pravdépodobnosti
alespon 2/3, naopak pokud je FALSE, tak s pravdépodobnosti < 1/3.



2 Metricky TSP

Definice 2.1. (Metrika) na mnoziné V je funkce f: V x V — Ry takova, ze:
(i) Ve,y e V:d(z,y) =0 <= x =1y,
(ii) Yo,y € V : d(z,y) = d(y, z),
(iii) Va,y,z € V 1 d(z, 2) < d(x,y) + d(y, 2).

Problém 2.1. (Obchodniho cestujicitho - TSP): Dostaneme tuplny ohodnoceny graf. Cilem je
najit nejmensi Hamiltonovsky cyklus. Nemuze byt aproximovana, za predpokladu P # N P.

V algoritmech budeme pouzivat pojem ’zkracovani’, to znamen4, ze budeme vracet vzdy jen prvni
vyskyt vrcholu v eulerovském tahu. Napiiklad ET = (1,3,4,3,2,1,6) ~ HT = (1,3,4,2,6).
Cil je minimalizovat d(C).

Algorithm 1 Metric-TSP
Input: G = (V,E),d:V xV = R
Output: Cyklus C = Vi, ..., V, zpermutovanych vrcholu

1: Najdi minimdlni kostru 7'.
2: Zdvojnasob kazdou hranu a najdi Eulerovsky tah 7. > kaZda hrana pravé jednou
3: Vypis Hamiltonovsky cyklus C po zkracovéani.

Veéta 2.1. Algoritmus Metricky TSP je 2-aproximacni

Diikaz. Vime, ze cost(T) < OPT. Protoze jinak pokud vynechdme hranu z O PT', dostaneme kostru.
Ta ale nemuze byt mensi nez nase nejmensi kostra T'. Vysledny cyklus je diky zkracovani cost(C) <
cost(T). Jelikoz T obsahuje kazdou hranu T' dvakrat, tak cost(7T) = 2 - cost(T).

Celkem tak dostaneme cost(C) < cost(7) =2 - cost(T) < 2-OPT. [ |

Algorithm 2 Christofidesuv algoritmus
1: Najdi minimélni kostru 7" a ozna¢me W vrcholy lichého stupné 7.
2: Najdi minimélni perfektni parovani M na W
3: Najdi Eulerovsky tah T'U M a proved zkracovéni.
4: Vypis vznikly cyklus C =T U M.

Véta 2.2. Algoritmus Metric-TSP je 3/2-aproximacéni.

Diikaz. Vime, ze cost(T) < OPT. Zaroven vime, ze cost(M) < 2L (viz. Obr.), proto:

1 3
cost(T'U M) < cost(T) + cost(M) < OPT + §OPT = éOPT.

Modry cyklus mizeme rozdélit na dvé parovani,

Z trohuhelnikové nerovnosti a zkracovani protoZe pocet Eervenych vrcholli je sudy.
plyne, Ze modry cyklus je < OPT Proto bude jedno z nich < % OPT
/\ D ‘ Z_———-\ D, p ___/____——\ D,
(a) Plvodni graf (OPT... &erna) (b) Provedli jsme zkracovani (modré) (c) Nasli jsme perfekini parovani (oranzova)



3 Diskrétni pravdépodobnost

Definice 3.1. (Diskrétni pravdépodobnostni prostor) je dvojice (€2, P), kde © je kone¢nd nebo
spocetnd mnozina elementérnich jevii a P je pravdépodobnostni funkce P : Q — [0, 1] takova, ze

S Plu] = 1.

we)

Definice 3.2. (Uniformni pravdépodobnostni prostor). Uniformni pravdépodobnostni prostor

pro konecénou €2 je kazdy elementérni jev A € Q) : P[A] = ﬁ

Definice 3.3. (Geometricky pravdépodobnostni prostor). Geometricky pravdépodobnostni

prostor pro spocetnou § je je kazdy elementarni jev A € ) : P[A] = QAA

Definice 3.4. (Jev). Jev je podmnozina A C .

Definice 3.5. (Pravdépodobnost). Pravdépodobnost jevu A je P[A] = > Plw].

weA
Pozorovani 3.1. Pravdépodobnost pro disjunktni jevy A, B C Q2 je P[AU B] = P[A] + P[B].
Definice 3.6. (Ndhodna veli¢ina). Ndhodnd veli¢ina na (€2, P) je libovolné funkce X : Q — R.

Definice 3.7. (Stfedni hodnota). Stredni hodnota ndhodné veliciny X je E(X) = Z Plw]- X (w).

weN

Lemma 3.1. (Linearita stredni hodnoty). Necht X,Y jsou nezdvislé veliciny a o € R, potom.:
EX+Y]=EX|+E)Y] a E[aX]=caE[X].
Definice 3.8. (Indikator ndhodného jevu). Indikdtor ndhodného jevu A je nahodnd velicina:

1 pokud w € A (pokud jev nastal)

Yi:0Q—{0,1}, Y, =
A { } A(w) {O pokud w g A (pokud jev nenastal)

Definice 3.9. (Podminénd pravdépodobnost). Podminénd pravdépodobnost je pravdépodobnost,
ze nastal jev A za podminek, ze nastal jev B.

P(ANB)

Véta 3.1. (O uplné pravdépodobnosti). Necht A je jev a By, ..., By je rozklad Q na disjunktni
jevy. Potom:

P(A) = ZP[AlBA - P(B;)

Dikaz.
P(A)=P

k k
AnlJBi| =) PlAnB)
=1 =1

Definice 3.10. (Nezavislé jevy). Jevy A a B jsou nezdvislé <= P(ANB) = P(A)- P(B).



4 Randomized Quicksort

Problém 4.1. (Randomizovany Quiksort)

Algorithm 3 QS(S), O(nlogn)
Input: S mnozina n Cisel
Output: Setiidéna mnozina S
if |S| <1 then return S

Vyber uniformé nahodné pivot p € S
Rozdél Sna A={xe S|xz<p},B={zreS|x>p}
return QS(A), p,QS(B)

Pozorovani 4.1. Quicksort bézi v nejhorsim pripadé Q(n?).
Véta 4.1. Pro kaZdy vstup je ocekdvany pocet porovndni nejvyse 2nH,,.

Diikaz. Necht X je ndhodné velicina udévajici pocet porovnani.

Zafixujeme vstupni posloupnost a poc¢itame A;; = Pr [porovndme i-ty a j-ty prvek].

To, ze se dva prvky porovnaji musi znamentat, ze jeden z jich byl pivot:

Protoze kdyby pivot p > i, j respektive p < ¢, j, tak bychom postoupili do dalsi irovné rekurze.
Kdyby i < p < 7, tak to prvky i, j rozdéli — i pujde do levé vétve a j do pravé — takze se i, j nemuzou
porovnat. Proto, aby se porovnaly, musi platit, ze p = i, nebo p = j.

Moznosti voleb p, ze prvky i, j nepostoupi do dalsi irovné rekurze je j +1 —1i. Z toho 2 volby vedou
k porovnani. Dostaneme tak pro i < j, ze

2
Pr [Az j] .
’ Jg—i1+1
) 1 A;j nastane, . . . PR S y L
Necht X, ; = 0 i ’ ; je indikatorové veli¢ina. Sttedni hodnota poc¢tu porovnani je pak:
jina
n—1 n n—1 n
EX] =2 > EX]l=) > Prldiy)=
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
n—1 n 9 n—1 n 9 n 1
=D 3P DIECEES 3 DEREYD SLEEN’E
=1 it T +1 i=1 k=2 k k=1 k
[ |
Pozorovani 4.2. Jelikoz Harmonickd tada H, =~ Inn, dostdvame tak prumérny éas O(nlogn).
5 Konflikty v distribuovaném systému
Méjme n synchronizovanych procesiu Pi,..., P, a jednu sdilenou pamét. Vsechny tyto procesory

chtéji zapisovat do jedné bunky. To se povede vzdy jen jednomu procesoru. Zkousi to v kazdém
cyklu. Cilem je navrhnout protokol tak, aby po ¢ krocich s velkou pravdépodobnosti ziskal kazdy
procesor pristup.

Algorithm 4 CONFLICTDISTSYSTEM
1: V kazdém cyklu zkus s pravdépodobnosti p pristoupit do databéze
2: Opakuj, dokud se ti to nepovede




Véta 5.1. Pro algortimus s pravdépodobnosti p = % plati, Ze s pravdépodobnosti alesporn 1 — %
vsechny procesy uspéji v pronich t = 2enlnn kolech.

Diikaz. Oznacme A;; jev, ze i-ty proces uspél v kole t. Potom plati *

1 "' _ 1
Pl = -py =1 (1-1) 2o

Oznac¢me Fj; jev, ze i-ty proces neuspél v zddném z 1 — ¢ kol. Potom tedy:

s (2 - [0-2T 5 0)"

T

)

Nyni dosadime hodnotu ¢ = 2enlnn, aby nam to hezky vychazelo: (g) (
Pravdépodobnost, ze néjaky proces P; neuspéje v prvnich ¢ kolech je < Z Pr[Fi: ) <n # = % |

6 Globalni minimalni rez

Na vstupu dostaneme neorientovany multigraf G = (V, E) a na vystupu bude tez ) # S C E. Cilem
je minimalizovat velikost fezu |S|.

Algorithm 5 Tokovy O(n?)
1: Prevedeme graf na ohodnoceny s jednotkovymi kapacitami.
2: Zafixujeme vrchol s.
3: Pro vSechny ostatni vrcholy ¢ najdeme minimalni st-fez.
4: return minimum z nich

Algoritmus na (}) & n? pérech po¢itd minimalni st-fez (v O(n)). Proto celkem O(n - n?) = O(n?).

Algorithm 6 CONTRACT O(n?logn)
1: Vyber uniformé ndhodné hranu a jeji vrcholy zkontrahujeme do jednoho
2: Opakujeme, dokud nemame pouze dva vrcholy
3: Zbylé hrany na konci jsou nas rez

:,b\\

a \ . ‘{a b} : {n X c}’ d

| d

(a) Mame graf G (b) Kontrahujeme b, takze (c) Kontrahujeme ¢, takze

G =G\ {a,b} Gy =G\ {a,b,c}

Na obrdzku nam zustaly pouze dva vrcholy, oznaéme proto globalni tez napriklad S = {a,b, c}.

Pozorovani 6.1. Kazdy rez v G\ {e} odpovidd rezu v G.

! Geometrické rozdéleni p(1 — p)”~! - prvnich n — 1 pokusti netispésnych, n-ty pokus tispésny.



Pozorovani 6.2. Pokud C je ez v G a e ¢ C, pak C je ez v G\ {e}.
Lemma 6.1. Multigraf s n vrcholy a minimalnim rezem velikosti k md alespon %nk‘ hran.

Diikaz. Pro kazdy vrchol v € V', kde |V| = n hrany incidentni s v tvoif fez. A tedy Vv : deg(v) > k.
Kdyby ne, tak existuje fez s velikosti mensi nez k.
Vime, Ze pocet hran je roven poloviné ze souctu stupnu vrcholu, tedy:

|E| = Zdeg ) > nk:

[ |
Véta 6.1. Pravdépodobnost, Ze najdeme dany minimdlni vez C' je alespon (72‘)_1 = n_(ffl)
Diikaz. Zafixujme minimalni fez C.
Oznacme A; jev, ze v prvnich ¢ iteracich jsme nevybrali hranu z C.
V pocateénim stavu zjevné plati:
Pl"[Ao] =
protoze jsme nevybrali zadnou hranu.
Néas ovSem zajimé Pr[A,_s| — zacal s n vrcholy a konéi se dvéma — celkem udéla n — 2 iteraci.
PriA)] >1— = /2 =1- %, neboli alespon 1 minus pravdépodobnost, ze vybereme hranu z C'.
Pr[Ay | A > 1— m = 1— -2, je tam uz pouze n — 1 vrcholi a z podminéné pravdépodobnosti
dostaneme: Pr[A,] = Pr[A, | Ai] - Pr[A;]. Pro -ty krok tak plati, ze Pr[4;;; | A;] > 1— -2
Celkem tedy muzeme urcit:
2 2 2
PrjA, o] > (1—-— 1— el 1==) =
n n—1 3
n—2 n—A 2 1 2 (n\"
on nlp/2'”43 n(n —1) 2
[ |

Disledek 6.1. Kazdy graf G md nejuyse (’;) globdlnich minimdlnich rezu.

Véta 6.2. Kdyz budeme algoritmus opakovat (3) log n-krat, tak dostaneme globdlni minimdlni rez s
pravdépodobnosti > 1 — %

Diikaz.
n -1 (2)10gn 1 (2)10gn 1 logn 1
1— —(1- — < (= _——
2 (5 e n
|
Disledek 6.2. Celkovij pocet globdlnich minimdlnich fezi je < —— = "("2_1) =(3).
n(n—1)
7 Hladové algoritmy
e Vstup: m stroju, n tloh, kazda trva p;.
o Vystup: Rozvrzeni iloh stroje. Rozklad mnoziny {1,...,n} = 11, ..., I,,. (na disjunktni mnoziny)

o (l: max Z pj, neboli maximalizovat délku rozvrhu stroje
= PRV jel

Kazda tuloha muze byt zpracovana jen na jednom ze stroju a kazdy stroj muze zpracovavat nejvyse

jednu 1lohu najednou.



Notace: Pro I4,...,1,, atulohu j € I;:

e S;= > pgje cas zacatku tlohy j
kel;; k<j
e (; =S5, + pj je cas konce ulohy j
o (Chax = max ()}, neboli délka rozvrhu
J

o Chin = minmax C
i jel;

Algorithm 7 LOKALNI PROHLEDAVANI ROZVRHU
. Zacni s néjakym rozvrhem

1
2: if 37:C; = Chax & S§j > Chyin then

3: Ptefad tlohu j na stroj s minimalni dobou dokonéeni.
4

5

. else return aktualni rozvrh
: Opakuj krok 2.

Piné tloh 7

nynzol exea

Sj C} = Chax

Pozorovani 7.1. PlatiVj € [n] : OPT > p;. Protoze p; je soucdsti OPT.
Pozorovani 7.2. Plati OPT > 3™ p; > Ciyin > S;

Véta 7.1. Algoritmus je (2 — %)-apmximaémf

1 n
Diikaz. Odhad zlepsime na S; < — ( 5 P — pj>, protoze alg pred ¢asem S; nepracuje na uloze j.
m
i=1

"o - o 1 Poz.7.1.47.2.
Cmax:gj+pj§2m_1p_&+pj:2=_1p+(1__)pj 2 )
m m m m
1 1
< OPT + (1 — —> OPT = (2 —~ —> OPT. (2)
m m
|

Algorithm 8 LIST SCHEDULING - HLADOVY
1: Libovolné usporadej ilohy
2: Zpracovavej tlohy jednu po druhé a pfifad tlohu na nejméné nacteny stroj

Véta 7.2. Algoritmus je (2 — L )-aprozimacni.
Online algoritmy Vstup pfichézi postupné. Reseni musime konstruovat také po krocich a pak uz

ho nesmime ménit. HLADOVY algoritmus je online, ale LOKALN{ PROHLEDAVANI neni.



7.1 LPT - Largest Processing Time first

Algorithm 9 LPT

1: Ulohy usporadéme tak, ze p1 > pa > ... > pa.
2: Pouzijeme hladovy L1ST SCHEDULING algoritmus.

Véta 7.3. Algoritmus je %—aproximaénzf

Diikaz. BUNO predpoklddejme, Ze p,, skonéil jako posledni a uréuje tak délku rozvrhu. Necht:
(1) pn < 3OPT: Jelikoz S, < Ciin < OPT, tak Ciax = Sy + pp < OPT + 1OPT = 30PT.

(2) pn > %OPT : V optimu rozvrhu jsou nejvyse 2 tikoly na kazdém stroji.

Pokud n > m+1: OPT > p,, + pma1, protoze OPT pro prvnich m + 1 tloh ma 2 tlohy na
stejném stroji a ty jsou velké alespon jako pp,, pmi1- Pokud n > m+2: OPT > pp_1 + Pmae,
protoze OPT pro prvnich m + 2 dloh ma 2 dvojice na stejném stroji. Alespon jedna ve dvojici
je velikosti alespon p,,_1.

n=m-41 OPT > pm_is1 + Pmi
Tedy pro )

n=m-+ (n - m) OPT > Pm—(n—m)+1 +pm+(n—m) = P1—m + Pn ~ §OPT > P1-m

Muzeme si tedy vs§imnout, ze alespon n — m kol z p, ..., p, ma délku < %OPT.

7.2 Bin packing

o Vstup: n véci ay,...,a, € [0,1]

o Vystup: Rozvrzeni {1,....,n}na Iy,..., Ly, ze Vi: > a; <1. (> véci v kazdém kosi < 1)
J€l;

e (7l: minimalizovat m, tedy pocet kosu.

Algorithm 10 HLADOVY - FIRST FIT "dej a; do pruniho kose, do kterého se vejde.”
1: forallj=1...ndo
2 Necht i je prvni ko§, do kterého se véc j vejde.
3 Vlozme véc 7 do kose 1.
4: if neni takovy kos then
5 Pridame novy kos.

Best fit: Rik4, dej a; do nejplnéjsiho kose, do kterého se vejde.
Véta 7.4. Kazdy ANY FIT algoritmus je 2-aproximacni.

Dikaz. Predpokladejme Iy, ..., I, zkonstruované algoritmem. Jelikoz pro jeden kos je OPT = 1,

tak necht mame alespon 2 kose. Oznac¢me B; = Y a; jako velikost i-tého koSe.
Jel;
Musi platit, ze Vi,7, ze i # j : B; + B; > 1 a By + B,;, > 1. Secteme tedy vSechny dvojice:

(Bi+ Ba) + (Ba+ Bs) + ...+ (Bune1 + B) + (B + B1) =2(Bi+ ...+ By) =2) B
A jelikoz pro jednotlivy soucet dvojice plati, ze je > 1, tak:

i—1 j=1



7.3 Hledani disjunktnich cest
Bez kapacity:
o Vstup: G = (V, E), k para (s1,t1),..., (sg, tx) € V2

o Vystup: I C {1,...,k} spolu s cestou P; pro i € I takovou, ze P; spojuje s; a t; a kazda hrana
je pouzita nejvyse jednou cestou.

e (il: max |I|, mneboli pocet dvojic, které pospojujeme

Algorithm 11 HLADOVY
1. 1 %@
2: for all i € [k]\ I do
3: Necht P; je nejkratsi s;t;-cesta v G
Najdi j € [k] \ I, ze |P;| < |P;| pro kazdé i € [k]\ [
if neexistuje takové cesta then return I a P, (Vi € I)
I—1U{j}, G« G\P
return [ a P; (Vi € I)

Véta 7.5. Algoritmus je 2\/m + 1-aprozimacni, kde m = |E| = Q(k?) pro OPT =k .

Diikaz. Predpokladdejme optimdln{ feSeni OPT > 1 a |I| = ALG > 1. Necht P} je optimdln{ s;t;-

cesta pro i € OPT. Pocitejme cesty a rozdélme je na dva druhy — dlouhé OPT; a kratké O PT:
OPT, ={|P|>+vm|i€ OPT}, OPT,=OPT\ OPT,.

Muzeme si v§imnout, ze |OPT;| < /m. Protoze mame /m - y/m = m neopakujicich se hran. Kdyby
jich bylo vice nez y/m, tak bychom pouzili vice hran, nez je v grafu.

Dlouhé cesty tedy nic nekazi, protoze najdou alespon jednu cestu. Coz nam staci.

Kratké cesty, kde ¢ € OPTy jsou také v poradku, protoze tuto s;t;-cestu alg spojil. Je jich |I].
Predpokladejme ale P pro i € OPT \ I.

Potom existuje spoleénd hrana e € P s néjakou cestou P; (zvolena hladové), ze |P;| < |Pf| < /m.

P; € greedy
P.*

5 AN \_/ t;

Cesta P; blokuje P} a nemuzeme tak vybrat cestu delsi nez /m.
Pocet kratkych cest P je proto |OPT, \ I| < v/m - |I| a tedy:

OPT| = |OPT| + [OPT)| < Vi + yii-|I] + |1 < (2 + DI1].
~—— ~ Y——

|OPT\I|+]I]  dlouhé kratké

10



S kapacitami:

Kazd4 hrana méa celociselnou kapacitu ¢ > 1. Pro ¢ = 1 bychom méli 8 = y/m.

Algorithm 12 HLADOVY S KAPACITAMI
1. I+ 0 8:= [mﬁll—‘,VeeE:d(e)zl.
2: for alli € [k]\ I do
3: Necht P; je d-nejkratsi s;t;-cesta v G
Najdi j € [k] \ I, ze d(P;) < d(P;) pro kazdé i € [k] \ [
if neexistuje takové j nebo d(P;) > 3¢ then return [ a P, (Vi € I)

I; — 1TU{j}, Vee P;:d(e):=d(e)-pB
return [ a P, (Vi € I)

Véta 7.6. Algoritmus je 3c - meT + 1-aprozimacni, tedy O(mcil) = 0O(p).

Diikaz. Predpoklddejme optimdln{ fesenif OPT > 1 a |I| = ALG > 1. Necht P} je optimdln{ s;t;-
cesta pro 1 € OPT. Necht d; je délka funkce na konci iterace 1.
Opét rozdélime cesty na kratké a dlouhé:
Rikdme, Ze cesta je krdtkd, pokud d(P) = Y d(e) < ¢ = me+1.
ecP _

Necht [ je posledni iterace, ve které hladovy algoritmus vybal kratkou cestu a oznac¢me d = d;.
7 pozorovdni 7.3. a pozorovdani 7.4. vyplyva, ze:

-d(E -m(1+2|I

oPT 1] < CAE) _eom(i+211)
pe mett
1 1
=c-ma1 (14 2/I]) < c-me+1 - 3|1

Takze |OPT| < |OPT\ I| +|I] < (3c-m$1 +1) 1. ]

Pozorovani 7.3. d(E) < m(1+2|I|)”

Dikaz. Kazda hrana ma na pocatku algoritmu d(e) = 1, proto i d(E) = m. Kdyby byla delsi, tak by
to znacilo, ze uz byla vybéna (byla by prendsobena faktorem /). Takze pro kratkou cestu po vybéru:

dE)<m+Y p°B<m+ Y 2m=m+2m|I|.

i€l el

Pozorovani 7.4. Pro kazdou cestu P € OPT \ I je d(P) > p°.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze pro néjakou cestu P je jeji délka d(P) < S°.
Kazda hrana na P je pouzita < c—1 cestami z hladového algoritmu = P je dostupna pro hladovy
algoritmus, ale ten ji nepouzil = spor. |

8 SAT

e Vstup: n boolovskych proménnych 1, ..., z, a m klauzuli C4, ..., C,, s vahou wj.

e Vystup: Hodnota True/False vzhledem k z1, ..., z,

m
e (7l: maximalizovat vahy piislusnych klauzuli, tedy maxz W
j=1

Predpokladédme, ze se zadny literal v klauzuli neopakuje a ze nejvyse jeden z x;, z; se vyskytuje v C;

11



8.1 RAND-SAT

Algorithm 13 RAND-SAT

True Pr=

1: Pro Vi € [n] nezdvisle ndhodné nastav x; =
False Pr=

l\)l)—l [\)l»—t

Veéta 8.1. Algoritmus je 2-aproximacni.

Diikaz. Pro kazdou klauzuli C; zavedeme indikatorovou proménnou Y; s 1 =nesplnéna, 0 =splnéna.

Pro k literdla je Pr[C nen splnénal = 5z = > Y;.

Vime, ze k > 1 a ze plati E[Y;] = Pr[C je splnéna] =1 — 5z > . A tedy:

DL

1
5
m

W = zm: ijj7 ]E[W] linearita Z
j=1

j=1

l\')l’—‘
[\DI»—t

8.2 BIASED-SAT
Predpokladame, ze Vi : Z w; > Z wj.

j:C]'ZCEZ’ j:CjZEi
—_——— N——
24 >

Algorithm 14 BIASED-SAT

1: Pro Vi € [n] nezédvisle ndhodné nastav x; =
False 1—p

True s pravdépodobnosti p > %

Necht U je mnozina klavzuli bez zdporniyjch jednotkouvijch klauzuli.
Pozorovani 8.1. OPT <} ., w;

Diikaz. Pouzivame piedpoklad, ze Y w; > > wj

E iw]—Y]
j=1

Z Cj; je splnénd| >

v

w;-p>p-OPT.

<.
Il
-

Véta 8.2. Algoritmus je p-aproximacni.

Diikaz. Uvazme klauzuli C; délky k; a indikatorovou veli¢inu Y.
Pokud je k = 1, tak dostaneme kladny literal: Y; = p. Pro k; > 2:
Ozna¢me a pocet zapornych literalu a b pocet kladnych literdlu. Pr[C' nesplnénd]

>3 kj>
YVi=1-p"(1-p) > 1-p"*" > 1-p°

Méme tedy p = 1 — p? a dostdvame tak p = ¢ = ‘/52’1.

12
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8.3 LP-SAT

Algorithm 15 LP-SAT
1: Pro kazdou proménnou x; si pofidime binarni proménnou y; € {0,1} a pro kazdou klauzuli C;
bindrn{ proménnou z; € {0,1}.
2: Vytvor linedrni program (viz. LP nize)
3: Relaxuj program a vyfes ho (dostaneme optimum y*, z*)
4: Nastav proménné z; na True s pravdépodobnosti yf a False s (1 — y7).

Linearni Program:
e Ucelovd funkce: max >z
j=1
o Promeénné: y; € {0,1}, z; € {0,1}, (negaci zapisujeme jako 1 —y;)
o Podminky: z; <> y; + > (1 —v:)
+ —

1]
Fakt A. (A/G t). Pro kazdé nezaporné ar, . .., an : "< 2\,
a (A /G nerovnost). Pro kazdé nezédporné ay,...,a Hal = Za

Fakt B. (Konvexni funkce). Pokud je funkce f na [0, 1] konkdvni a f(0) = a, f(1) = a + b, pak

Ve e [0,1]: f(z) > a+ bz
1\" 1

Fakt C. (Odhad na 1/e). (1 - —) < -
n e

Véta 8.3. Algoritmus je (1 — 1)-aprozimacni

Diikaz. Uvazme y*, z* a C; s délkou k;; potom:

kladné zaporné
—tN—
Pr[C; neni splnénd| = H (1—y;) H yr 4
i:x;€C; :7;€C;
— k]
all
(S - Y| -
| i:x; €05 1:7;,€C;
— k]
1 * * - k
= 1_k_j Z yi_l_‘z (1—y) < // definice z* v LP
i i:x; €05 1:7;€C;
*\ Kkj
ZE\ "
<(-1)
kj
Nés zajima splnéni, tedy:
f(z5)
i 2 k: B
Pr[C; je splnénd] > 1— (1 — k—] >
J

B 1\"| , ¢ Ly .
2[1‘(1‘17) ] = (=03

13



Pro fakt B jsme pozorovali, ze a = f(0) = 0 a také ze druha derivace je nekladné. Pak:

E ijY} = ij]E Y;] > ij - Pr[C; je splnénd| >
j=1 j=1 jeu
1 *
jeU

_ (1_1) OPT
e

8.4 BEST-SAT

Algorithm 16 BEST-SAT
1: S pravdépodobnosti § spust RAND-SAT, s pravdépodobnosti 1 spust LP-SAT.

Veéta 8.4. Algoritmus je %—aproxz’maémf

Diikaz. Necht W je soucet vsech splnitelnych klauzuli v BEST-SAT, W, v RAND-SAT a W, v LP-SAT.

| k; || Rand-SAT | LP-SAT | BEST-SAT |
IE R >
>3] >1 =5z >3

9 Pokryvaci problémy

9.1 Vrcholové pokryti
o Vstup: Graf G = (V, E) a ceny vrcholu ¢: V — R*
o Vystup: W CV, zeVee E:enW #£0.

e (Cil: min ) c(w), minimalizujeme ceny, oznac¢me C (W)
weWw

Pozorovani 9.1. W je vrcholové pokryti <= V \ W je nezdvisla mnoZina.

Pozorovani 9.2. Vrcholové pokryti je specidlnim pripadem mnoZinového pokryti, kde f =2 a g <n
je mazximdlni stupen grafu. (f,g si uvedeme pozdéji).

14



Algorithm 17 VERTEX-COVER
1: Vytvor celociselny linedrni program (viz. LP niZe).
2: Zrelaxuj program a vyfe$ ho: I = {i |z} > 3}, tedy z, = 1, kdyz z,, > 3.

Linearni program:
e Proménné: xz, € {0,1} (Vv e V)
o Ucelovd funkce: min Y. ¢(v) x

veV
e Podminky: x,+x,>1 (Yuv € E)

Véta 9.1. Algoritmus je 2-aproximacni.

Diikaz. Proménné jsme béhem relaxace zaokrouhlili z =}, > % na 1. Tim jsme feSeni max zdvojnasobili.

ALG = Z <zz v)zt < 20PT.

veV veV

|
9.2 Mnozinové pokryti

e Vstup: Systém mnozin S,..., S, C {1,...,n}, kazdy md cenu cy,...,¢, > 0,kdec: V — R

o Vystup: Podsystém I C {1,...,m}, ze J S; ={1,...,n}.

Jel

e (il: min ) ¢(j), tedy minimalizovat cenu I.

jeI
Parametry: Muzeme si to predstavit jako bipartitni graf, kde levd partita obsahuje {1,... ,n} a
prava {S1,...,Sn}. Potom médme parametry:

o [= m‘([p]( {j | e € S;}|, tedy maximéln{ stupen na levé partité,
ecin

LIS mEcu? |Sj| < n, tedy maximalni stupeil na pravé partite.
JEM

Algorithm 18 LP-SET COVER
1: Vytvor celociselny linedrni program (viz. LP niZe).

2: Zrelaxuj program a vyies ho: I = {i | z} > %}, tedy zvol v, kdyz z, > %
Linearni program Dualni program
o Ucelovd funkce: min> (i) z; o Ucelovd funkce: max > y.
= e=1
e Proménné: xy,...,%, >0 e Promenné: yi,...,yn >0
e Podminky: Y z;>1,proe=1,....m e Podminky: > y. <c(j),proj=1,....,m
J:e€S; e€S;

Veéta 9.2. Algoritmus je f-aproximacni.

Diikaz. Proménné jsme béhem relaxace zaokrouhlili z z* > 1 na 1. Resen{ jsme nasobili max f-krat:

w27

ALG = c(i) < £ cli)a; < £ c(i)a} = f-OPT.

i€l i€l i=1

15



Vi:ia; =0V gy =c(j), a

Podminky komplementarity Pokud jsou x* a y* optima, pak "
Ve:yl = Ovzg‘:eesj r;=1

Algorithm 19 PRIMARNE-DUALN{ (PDA)

LI1+0, E<~0, yi,...,y. =0
2: while Je ¢ F do

3: 0 = minjees, (c(j) = X.es, ye) > 7ikd o kolik miuzZeme zvysit
4: Ye < Ye + 0 > zvysime y. “co nejvic”
5: forall j:ee S;a Zeesj ye = c(j) do > priddme mnoziny spliujici podm. kompl.
6: I+ 1U{j}, E+< EUS;

return /

Veéta 9.3. Algoritmus je f-aproximacni.
Diikaz.
def. . PDA 5. def £ bp
ALGE DY () "B Yy <> feye < fOPT
jel jEI €S, e=1

Vybereme na zacdtku mnoZinu pokryvajici nejvic prvku. A pak vybirame takovou, kterd pokryvd
nejvice novych proku. Tedy abychom si za stejnou cenu koupili co nejvic.

Algorithm 20 HLADOVY SET-COVER
LI+0, E«0 g¢=0
2: while £ # {1,...,n} do
3: Proje{l,...,m} & S; € E poloz p; := ;@ . > kolik zaplatime za pokryti nového prvku

Bud jo, ze p;, je minimalni.
Bud ¢. =pj, (Vee€ S, \E). > uloZime cenu nové pokrytych proki

I(—IU{jo}, E(-EUSJO
return /

Veéta 9.4. Algoritmus je H, aprozimacni.

Diikaz. Mame, ze ALG = > ..
e=1
Oznacme q§ = Higq jako piipustné feseni dualniho LP. Chceme ) . s; e < c(7).
Necht S; = {e1,...,€;,...,er} a ofislujeme prvky tak, ze ey je prvni a e; je posledni pokryty prvek.
Uvédomme si, ze ¢, < %ﬂ), protoze pro e; mame prvnich i prvku jesté nepokrytych. Z definice

vybirame vzdy nejlevnéjsi moznou mnozinu. Dostaneme tak:

Z%:Z%iS@—i—@—%—...—l—%:f[ﬂc(ﬁ

, 2
e€sS; i=1
_ 1 1 L=
qu:Fqug F-Hk'C(J) < c(j)
eESj 9 EESj 9
A tedy ¢ je ptipustné Teseni. [ |

Pozorovani 9.3. JelikoZ plati, Ze Hy ~1Ing < lInn, tak je algoritmus In(n)-aprozimacn.
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10 Paralelni maximalni nezavisla mnozina - PARA-MIS
o Vstup: Graf G = (V, E)
o Vystup: I C V maximalni nezavisla mnozina vzhledem k inkluzi

Vybereme velkou nezdvislou mnozinu S. Z grafu odebereme S U N(S) spolu se vsemi incidentnimi
hranami.?

Algorithm 21 PARA-MIS

1: I+ 0

2: while V' # 0 do

3: for all v € V do pokud je d, =0 pak [ := T U{v}, V=V \ {v}. > d, = deg(v)
4: for all v € V do ozna¢ v s pravdépodobnosti i (nezavisle).

5: for all uv € E do pokud u i v jsou oznaceny, smaz oznaceni nizsiho stupné.

6: S < {v €V | v oznaceny}

7 I+ ITUS, V<« V\(SUN(S)), FE < odebereme hrany incidentni s vrcholem v . SUN(S).

return I, pokud V # 0.

Definice 10.1. Vrchol v € V' je dobry, pokud ma alespon %” sousedu stupné < d,. Jinak Spatny.
Definice 10.2. Hrana uwv € F je Spatnd, pokud jsou oba jeji vrcholy Spatné.
Lemma 10.1. Ezistuje konstanta o > 0, Ze Yv dobry plati v jedné iteraci Prjv € SUN(S)] > . 7

Diikaz. Necht v je dobry vrchol. Plati:

neoznacime zadného souseda
o\
7 N

, - 1 1\
Pr[v mé souseda oznaceného v (4)] > 1 — H l—— ] >1—(1- = konst. > 0
)

2d,, 2d,

weN (v

Jestlize je libovolny vrchol w oznacen, ukazeme, ze s pravdépodobnosti alespon % zustane oznacen i

po kroku (5). Oznaceni muzeme odebrat jediné kdyz ma oznaceného souseda stejného nebo vyssiho

stupné. Ten je vSak oznacen s pravdépodobnosti nejvyse ﬁ.

Vzhledem k tomu, zZe w ma nejvyse dw takovych sousedu, celkova pravdépodobnost odebrani oznaceni
1 1

je nejvyse dy, - 5- = 3. [ |

Lemma 10.2. Spatnijch hran je nejuyjse @ (Respektive, alespon polovina hran je dobrd.)

Diikaz. Necht jsou B §patné vrcholy, Ep $patné hrany a d™, d°" je pocet (vy)stupujicich hran.
Hrany zorientujeme tak, ze u — v, pokud d, < d,, tedy od mensiho k vétsimu stupni.

IN(S)={u|3v e S:uv e E} je mnozina sousedit
3Pravdépodobnost, ze dany vrchol odstranime je > o
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Podivéme se na $patny vrchol v € B, z definice mame d® < %“. Proto pro vystupujici d2"* > %dv a
tedy dostaneme d'* < 1d5"*. To plati i celkové pii sectent:

|Ep| <) dir < %Zdi“ < %|E|-

veEB veEB

Véta 10.1. Prumeérny pocet fazi algoritmu je < O(logn).
Diikaz. Necht M; je pocet hran E po i-fazich.

Na pocdtku mame My = m = |E| pocet hran na vstupu. Tvrdime, ze plati

E[M;] < (1 - %) E[M;).

Pokud mame v néjaké fazi M; hran, které vstupuji do i-té faze, tak podle lemmatu 10.2. je alespon
% dobrych a dobra hrana je odebrana s pravdépodobnosti «.

"Polovina hran je dobrych a dobrou hranu odstranime s pravdépodobnosti «, proto 1 — 5 7.
Po t fazich, kde t = clogm, dostaneme, ze algoritmus skoné¢i s pravdépodobnosti alespon %:

a\t clogm 1
E[M, <(1——> i
M) < 2) ™ =3

11 Hashovaci funkce

Definice 11.1. Necht M,|M|=m,N,|N|=n,H C{f | f: M+ N}. Systém H je
e 2-univerzalni, jestlize:

(Vxy, 9 € M, 21 # 29) Prypen [h(z1) = h(z2)] < 1/n

e silné 2-univerzalni, jestlize:

1
(Vay, 29 € M, 21 # x3) (Vy1,y2 € N) Prpeg [h(x1) = y1 A h(22) = o] =

n2
Pozorovani 11.1. Silnd 2-univerzalita = slabd 2-univerzalita.

Pozorovani 11.2. Silnd 2-univerzalita = {h(x) | x € N} po 2 nezdvislé ndhodné proménné.

Konstrukce: Napiiklad pro M = N je téleso mame silné 2-univerzalni systém

H:{ha7b|a,b€N} ha,b:x»—>ax+b
11.1 Dynamicky slovnik

Méme univerzum M velikosti |[M| = m = 2%, slovnik S C M velikosti |S| = s a cilem je reprezentovat
S tabulkou N velikosti n = |[N| = O(s). H je silné 2-univerzalni, h € H volime uniformé nahodneé.
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Kolize Resime za pomoci spojového seznamu. Retézime za sebe.

Operace: (trvd prumérné O(1)):

e vlozeni do S

e vyhledavani x v .S

SSAE IR

e vymazani x z S

n € [s,2s]
Lemma 11.1. Pokud n = O(s), tak prumérnd doba operace je O(1)

Dikaz. Chceme Ve € S: E [nh(x)] = O(1). Budeme pocitat pocet kolizi na jeden prvek:
L h(y) = h(x),

0 jinak.

Jelikoz Vz,y, x # y jsou h(z), h(y) nezdvislé, tak E[X,] = L

Necht X, = {

# kolizi=délka ny(q,)

prvek z

‘ ' s—1
Efmw] =" 1 + > EX] =1+>—=o()
y#£T

Lemma 11.2. E[|C]] = (;) L pokud je H silné 2-univerzilni, kde C' je mnozina kolizi pro h, S.

11.2 Staticky slovnik

S je dano predem. Vytvoiime datastrukturu v polynomidlnim ¢ase. Chceme, aby prostor byl velikosti
O(]S|) a aby operace vyhledani bézela nejhui v ¢ase O (1).
(to jsme predtim neméli — seznam mohl byt dlouhy a mazximdlni pocet operaci velkyj)

1. Najdeme h € H : U — T tak, ze |C| < n.*

2. Vytvoirime dvé tabulky a hashujeme dvakrét — jednou pro index do prvni tabulky (|C| <n) a
ta ur¢i funkei pro druhé hashovani (|C| = 0).

M N, n=0(s) |N;| = n?

)

> 4

|Cl =0O(n) Cl=0
Lemma 11.3. Ezistuje h € H s |C| < n. Lemma 11.4. Eristuje h € H s |C] = 0.
2-univ s<n o n;
Dikaz. E[|C]] < () < (Hi<z = Diikaz. E[|C,,|] < (2)# <1 m

Dikaz |C] =0, (3) =% (5 - %) =X % — 3 .

'y
Q
I
——
——
8
<
—
8
<
m
8
'S
=
=
oS
I
=
N
S~—
—
]
@
o
o,
5
=
N
¢)
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12 Testovani

12.1 Nasobeni matic
e Vstup: Matice A, B,C' C K™*"

e Vystup: ANO, pokud A- B = C, jinak NE.

Algorithm 22 MATRIX, O(n?)
1: Vezmi ndhodny 7 € {0,1}"
2:if A-B-7=C -7 then return ANO
3: else return NE

Véta 12.1. Pokud A- B # C, pak Pr['NE’| > 1.
Diikaz. Necht D = AB — C je nenulové matice. Pokud D # 0, pak Pr[Dz # 0] > 1. [ |

12.2 Nulovost polynomu (PIT)
e Vstup: Matice polynomu proménnych, determinant urc¢uje nas polynom

o Vystup: ANO, jestlize je polynom identicky nulovy, jinak NE

Nezajima nas, jestli je identicky nulovy, ale zda je nulovy v télese, ve kterém pracujeme. Budeme
pracovat s polynomy vice proménnych a d bude oznacovat celkovy stupen (soucet stupnu v néjakém
nenulovém monomu).

Preveditelné na to, zda je vyrok tautologie (jdou na sebe prevést) = NP tézké.

Lemma 12.1. Necht P(xy,...,x,) je nenulovy polynom nad K stupné < d; a S C K konecnd
mnozina. Necht x1,...,x, € S uniformé ndhodné. Pak

d
Prz[P(Z) =0] < —.
5]
Pron =1 md polynom nejvyse d koreni, at zvolime s jakkoliv. Je to dost Sikovné, protoZe podle |S|
si volime presnost algoritmu (pro |S| > 2d mdme > 3)

Diikaz. Pron =1 plati.
Nyni indukei podle n. Rozdélime polynom na A a B, kde stupen v B je ostfe mensi k. To umime
tim, Zze vytkneme néjakou proménnou:

P(Z) = 2% - A(zy, ..., x,) + B(Z)

A je identicky nulovy (podle IP) s pravdépodobnosti < %.

Chceme dokazat, ze Pr[P(¥) =0 | A(xg,...,z,) # 0] < %
P1i konkrétnich hodnotach s, . .., z, se polynom vyhodnoti na néjaké ¢islo a zbytek polynomu P(Z)

bude az¥ + 3, coz nebude mit vice nez k kofenti
Nyni si uvédomime, ze

d—k k d
PriP(Z)=0<a+< ——+ — = —.
L) =) GG
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13 Perfektni parovani

Definice 13.1. (Edmondsova matice). Necht (U,V, E) je bipartitni graf, n = |U| = |V|. Pak

Tyw WU E LN,
Edmondsova matice grafu je n x n matice B definovana piedpisem B, , = 0 T I
jinak.

Za kaZdou hranu bude v matici jedna proménnd.

Pozorovani 13.1. det(B) je polynom, jehoZ monomy bijektivné odpovidaji perfektnim pdrovanim.
(s¢itdme soucin permutace matice a kdyz se zrovna trefime do pdrovand, tak mdme monom)

Algorithm 23 Test existence perfektniho parovani

1: Zvol uniformné ndhodné nezéavisle =, € {1,...,2n}, > 2n, aby ndm vyslo 'NE’ s p > 1
2: Spocitej determinant.
3: if determinant # 0 then parovani urcité existuje.
4: else parovani neexistuje s pravdépodobnosti > %
13.1 Izolujici lemma
Véta 13.1. Necht mdme systém mnozin Si,...,S, C {ai,...,an} s ndhodné zvolenymi vahami
w(ay),...,w(ay,) € R,|R| =r. Pak’
m
Pr[3 pravé jeding S; s minimdini? w(S;)] > 1 — —.
r

Pro nase pouziti budeme chtit r = 2m

Diikaz. Necht A; je jev, ze existuji Sk, S; tak, ze w(Sk) = w(S;) = min; w(S;) a a; € Sk, a; € S;.

Existuji dvé minimélni mnoziny, které se lisi v prvku i ($patny jev). Kdyz nenastane zadny z jevu

A;, pak mame vyhrano, jelikoz dvé minimalni neexistuji

Ukéazeme, ze Pr[A;] < % Systémy Si, ..., S, rozdélime na dvé mnoziny podle i:

So={jla &5}, S1={j|a € S;}

pro S; k€ Sp, w(Sk) = minw(S;),

Pokud A; nastane, pak plati: i€

pro S, le S,w(S) = m}snw(Sj).
7€

Pak, kdyz zafixujeme vSechny véahy a vybirame vahu a;, plati:

1
Pryer [w(Sk) = w(S)) | w(a;),i # i vybréna] < —.
Souctem pro vSechny mnoziny a dostanim opacného jevu dostavame hledanou nerovnost. |
Algorithm 24 Rychly paralelni algoritmus pro perfektni parovani
1: Zvol rovnomérné ndhodné vahy w(uv) € {1,...,2m} pro kazdou hranu.
2: Zasubstituuj do Edmondsovy matice z,,, = 2¥), > (%)
3: Najdi W tak, ze 2" je maximdln{ éislo tvaru 2%, ze 2% | det(C). > (%)
4: for wv € E do
5 Spocitej d = det(C™).
6 if 2W—v(w) je max. ¢islo tvaru 2 | d then pridej uv do M > prezilo pdrov. smazdni uv ¢
7. Zkontroluj, ze M je PP > mohli jsme vygenerovat nesmysl

(*) V algoritmu pifspévek PP je £2¢(0) = £T] - 2w(w)
(**) Zajima nés posledni index, kde det = 1, jelikoz to odpovida unikatnimu perfektnimu parovani.
(vSechny PP jsou ve tvaru 0610000, kde w(uv) jsou nuly za 1)

°Prvky a; budou hrany v grafu a mnoziny S; budou perfektni parovéni. Chceme néjak zvolit vahy a ukazat, ze
ndm néjak jednoznacéné identifikuji néjakou z mnozin (tedy perfektnich parovani).
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Zdroje
Cerpal jsem z vlastnich pozndmek z hodin plus:

e skripta prof. Jifiho Sgalla

e poznamky z hodin — Sldma
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https://iuuk.mff.cuni.cz/%7Esgall/vyuka/BCALG/bcalg.pdf
https://slama.dev/poznamky/aproximacni-algoritmy
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