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Tento dokument shrnuje klicové koncepty pro zkousku ze SAT Solvingu. Vychazi z prednasek o SAT
Encodingu, CDCL, UIP a poskytnutych zkouskovych teseni.
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1 SAT and Modeling with SAT

Cilem je prevést problém redlného svéta (nebo logicky obvod) do CNF (Conjunctive Normal Form).
CNF je konjunkce klauzuli, kde kazda klauzule je disjunkeci literalti. Dulezity je pfepis implikace na
a— pf=-aVp.

1.1 Zakladni hradla a Tseitinova transformace

Tseitinova transformace se vyuziva v momenté, kdy mame obecnou vijrokovou formuli nebo logicky
obvod s hradly a potiebujeme ji prevést do CNF, kterou vyzaduji SAT solvery. Pouzijeme ji, kdyz
"naivni” prevod pomoci distributivnich zakonu a zakladnich pravidel vede k exponencidlnimu narustu
poctu klauzuli.

Misto abychom slozitou formuli roznasobovali, zavedeme pro kazdy podvyraz novou pomocnou
proménnou. Pokud mdme rovnici z = OP(x,y), musime zakédovat ekvivalenci z <> OP(x,y).

e NOT (z = —a):
(aVz)A(-aV —z)

OR (z =aVb): ImplikaceaVb— za z—aVb.

(maVz)AN(=bV2z)A(aVbV—z)

AND (z =aAb): Implikace z > aAbazAb— z.

(mzVa)A(mzVD)A(-aV bV z)

XOR (Z = a @ b): Ekvivalentni z <» —=(a <> b).

(maV-=bV-z)A(aVbV—z)A(aV bV z)A(-aVbV z)

Ekvivalence (a <> b):
(maVb)A(=bV a)

1.2 Kodédovani cisel a aritmetika
Cisla jsou obvykle kédovéna bindrné pomoci n proménnych (biti).

e Rovnost ¢isel (A = B): Plati, pokud se rovnaji vechny bity na odpovidajicich pozicich.
n
i=0

e Scitani: Pro scitani bitu a;, b; a carry ¢;, ziskdme sumu s; a carry-out Cou.

si =a; Db ® ¢y

Cout = (a; Ab;) V (Cin A (a; ® b))

1.3 Kardinalitni omezeni (Cardinality Constraints)

Tato omezeni slouzi k zakédovani podminek na pocet pravdivych proménnych v mnoziné x1, ..., x,.
Tedy napiiklad pro omezeni typu “nejugse k z n proménniych je true” (> x; < k).



At Least One (Alespon jedna). > z; > 1

Toto je nejjednodussi omezeni. Znamena to, ze minimalné jedna proménna musi byt True. Kédovani
je jedna dlouhd klauzule obsahujici vSechny literaly.

(xl\/xQ\/...\/xn):\/xi

At Most One (Nejvyse jedna). > x; <1

Bud neni pravda zadnd, nebo maximalné jedna. Existuje vice zpusobt kédovani, ukdzeme si ten
nejjednodussi (slozitost je O(n?), tzv. Pairwise encoding.

To zakazuje, aby byly pravdivé jakékoli dvé proménné soucasné. Tedy pro kazdou dvojici (x;, x;)
vytvoiime klauzuli (—z; V —x;):

/\<_\Ii V _h’Ej)

i<j
Exactly One (Praveé jedna). > z; =1
Toto omezeni se skladé ze dvou casti: 7 Alespon jedna” & "Nejvyse jedna”.
(AtLeastOne) A (AtMostOne) = \/ x; A /\(—w, V )
i=1 i<j

1.4 CDCL Algoritmus a Unit Propagation

Zkouskové tlohy casto vyzaduji simulaci CDCL (Conflict-Driven Clause Learning). Klicové je
pochopeni Implikaéniho grafu a UIP.

1.4.1 Unit Propagation (Jednotkova propagace)
Jednotkové propagace se aplikuje na klauzule (disjunkce literali) v CNF. Méjme napiiklad:
P)A (V@) A(=rV =s) A(=g V)
Funguje takto:
e Jednotkova klauzule je klauzule obsahujici pravé jeden literdl (na piikladu (p)).

e Pokud takovou klauzuli najdeme, musi byt tento literal nastaven na True, aby cela formule
byla splnitelna.

e Toto prifazeni se poté propaguje do vSech ostatnich klauzuli.

V nasem piikladu tedy propagujeme p = True do vSech klauzuli.

OV g)A(=rV=as)A(—gVr) //—p = False, redukuce na ¢ = True
(=rV-=s) A0V ) //—q = False,redukuce na r = True
(0V —s) //—r = False,redukuce na s = False

Mame tedy {p = True, ¢ = True,r = True, s = False}.



1.4.2 Implikaéni graf

Graficky zdznam rozhodnuti a propagaci.
e Uzly: Literédly prifazené na ur¢itém Decision Levelu (DL).
e Hrany: Vychdzi z duvodu (antecedentt) a smétuji k implikovanému literdlu.
e Konflikt (L): Nastane, kdyz je proménnd nucena byt True i False zaroven.

Napiiklad, formule ¢ = (r) A (FVs) A (@WVa) A (TVaVvdb) A (bVvd) A GVEVe A (EVd).
~N =\ Y= Y = Y~ =

A B c D £ F g
Implikacni graf pak vypada:

Level Decision Unit Prop.

0 1] T—B>S
1 wW——->a

vD
2 x D:b 5>d
3 y\f‘ l
4 z F:C g;J_

1.4.3 1-UIP (First Unique Implication Point)

UIP je dominator v implikacnim grafu na aktudlnim decision levelu, ptes ktery jdou vSechny cesty
ke konfliktu. Dulezity pojem je “1-UIP”, tedy UIP je nejblize ke konfliktu — je to posledni uzel v
grafu na aktudlni trovni rozhodovani predtim, nez se cesty rozbihaji do konfliktu.

V nasem prikladé implka¢niho grafu je 1-UIP uzel c. Vyskytuje se na aktualni irovni rozhodovani
(Level 4), ptes ktery prochazeji viechny cesty od rozhodovaci proménné (z) ke konfliktu, a ktery je
ke konfliktu nejblize.

1.4.4 Algoritmus pro nauceni klauzule (Rezoluce)

Postup “how is 1-UIP clause learned”:
1. Zacneme s konfliktni klauzuli a aplikujeme pravidlo rezoluce zpétné proti sméru propagace.
2. Rezolvujeme literdl, ktery byl naposledy pritazen na aktudlnim decision levelu.

3. Opakujeme, dokud v klauzuli nezustane prdvé jeden literal z aktualniho decision levelu. Tato
klauzule je Learned Clause (1-UIP klauzule).

Pravidlo rezoluce:

(AVvz) (BV-x)
(AV B)

Na nasem piikladu implikacniho grafu je konfliktni klauzule G: (¢ V —d). Je zde konflikt Levelu
4 a Levelu 2. Cilem je provddét rezoluci smérem zpét (od konfliktu), dokud v klauzuli nezustane
pravé jeden literdl z aktudlniho decision levelu (DL 4). Vidime, ze jedinym literdlem z DL 4
je {—c}, tedy uzel ¢ je 1-UIP. Neni potfeba provadét zadné dalsi rezolucni kroky s proménnou c
(klauzuli F). Naucend klauzule (Learned Clause) je shodnd s konfliktni klauzuli (—¢ V —d).




2 First-Order Logic and SMT

Tento dokument pokryva druhou ¢dst zkousky: First-Order Logic (FOL) a Satisfiability Mod-
ulo Theories (SMT). Vychazi z prednasek 5 az 8 a zamétuje se na typové tlohy:

e Konstrukce formuli s modely specifické kardinality.
e Congruence Closure algoritmus (EUF teorie).
e Integer Difference Logic (IDL) a hledani zépornych cyklu.

e Lazy SMT piistup (interakce SAT a Theory solveru).

2.1 First-Order Logic (FOL) — Teorie a Modeling

Pro zkousku je klicové umét ”programovat” ve FOL, tedy psat formule, které vynucuji urcitou
strukturu modelu (napi. kardinalitu).

2.1.1 Kardinalita Modelt

Castou otizkou je: ”Napiste formuli, kterd md modely pouze kardinality X.”

e Omezeni velikosti shora (At Most N ). Pokud chceme omezit velikost univerza na maximélné
N prvku, pouzijeme disjunkci rovnosti. Rikame: ”Kazdy prvek x musi byt roven jedné z N
konstant.”

e Omezeni velikosti zdola (At Least N ): Abychom vynutili minimalné N prvki, musime fict, ze
existuje N vzajemné ruznych prvk.

dz, ... dzn < /\ T aéx])
1<i<j<N
o Specifické (sudé/liché) kardinality: Pokud mame funkci f, muzeme vynutit strukturu grafu.
Piiklad (Modely velikosti maximalné 3). Méjme konstanty a, b, c.
Ve (zr~aVrrbVzrrc)

Kazdy prvek univerza se musi ”trefit” do jedné z téchto konstant. Konstanty a, b, ¢ mohou splyvat
(a = b), proto velikost je 1, 2 nebo 3.

Piiklad (Modely pouze sudé kardinality). Méjme formuli Vx (f(z) % x A f(f(x)) = z).
o f(z) # x: Neexistuji smycky délky 1.
e f(f(z)) ~ x: Aplikace f dvakrat vraci zpét (cyklus délky 2).

Celé univerzum se rozpadne na disjunktni cykly délky 2. Celkova velikost musi byt souc¢tem dvojic
— sudé cislo.

2.1.2 Diukaz sporem (Refutation)
Chceme-li dokazat, ze Axioms = Conjecture, postupujeme sporem:

1. Znegujeme domnénku: Formula = Azioms N =Conjecture.
2. Prevedeme do Prenexni Normalni Formy (PNF) (kvantifikitory ven).
3. Provedeme Skolemizaci (odstranéni existencnich kvantifikatoru).

4. Pokud je vyslednd mnozina klauzuli nesplnitelna, puvodni tvrzeni plati.

>



Skolemizace:
skolem

VaedyP(x,y) — Vo P(z, f(z))

Kde f je novy funkéni symbol (Skolemova funkce). Pokud je 3 na zacatku (JyP(y)), nahrazuje se
konstantou (P(c)).

2.2 SMT a Teorie
SMT fesi splnitelnost formuli v kontextu teorii (aritmetika, rovnost, pole). Existuji dva pristupy:
e Eager (Dychtivy): Cely problém se ptelozi do SAT (CNF) a pusti se SAT solver.
— Ackermannization: Odstranéni funkei. Pro kazdé voldni f(a), f(b) pfiddme lemma

a=b = fa:fb-

— Bit-blasting: Pro bitvektory.
e Lazy (Liny): Pouziva se DPLL(T).

— SAT solver fesi Booleovskou kostru (Abstract boolean structure).
— Theory solver kontroluje konzistenci sady literalu, které SAT solver oznacil jako True.

— Pokud Theory solver najde spor, vrati SAT solveru Blocking Clause (vysvétleni konfliktu).

2.3 Teorie EUF (Equality with Uninterpreted Functions)

Zakladni teorie pro abstrakci programu. Syntaxe: a ~ b, f(a) % c¢. Uvedeme si algoritmus pro
rozhodovani — Congruence closure.

2.3.1 Congruence Closure (Algoritmus)

Me¢jme mnozinu rovnosti F a nerovnosti D.
1. Kazdy podterm (napi. a, f(a), f(f(a))) dej do vlastni tiidy ekvivalence {a},{f(a)},....
2. Pro kazdou rovnost s ~ ¢t € E: Slouc tiidy obsahujici s a ¢.

3. Propagace kongruence: Pokud pro néjaké funkce plati, Ze jejich argumenty jsou ve stejnych
tiidach (s; ~ t;), pak slouc i vysledky funkei (f(s) ~ f(t)).

4. Opakuj krok 3, dokud se néco méni.

5. Kontrola sporu: Pokud existuje u % v € D a u,v jsou ve stejné tifdé, vrat UNSAT. Jinak
SAT.

Piiklad (Zkouskovd uloha - EUF). Rozhodnéte o splnitelnosti:

f(f(a)) #anc fla) Na=c

Resend. Pozitivni rovnosti: ¢ & f(a),a ~ c. Nerovnost: f(f(a)) % a.

{a}, {c} {F(a)}, {f(f(a))} D> pocdtecnt tridy
{a, ek, {f(a)}, {f(f(a))} > zpracuj a = ¢
{a, ¢, f(a)}, {f(f(a))} > zpracuj ¢ ~ f(a)
{a, ¢, f(a), f(f(a))} >an~cn~ fla)), musi f(a) ~ f(f(a))

Mame f(f(a)) % a, ale v nasi struktuie f(f(a)) ~a. UNSAT.
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2.4 Teorie IDL (Integer Difference Logic)

Omezend aritmetika, pouze nerovnosti tvaru z —y < c¢. Algoritmus: Hleddni zdporného cyklu v grafu.

2.4.1 Konstrukce grafu a algoritmus

Pro kazdou proménnou vytvor vrchol grafu. Nerovnost z — y < ¢ preved na hranu:

C

Yy —x

Logicky, * < y + ¢, tedy cesta k = je omezena cestou k y plus ¢. Hrana y — z s vahou ¢ v
Bellman-Fordovi udrzuje dist[z] < dist[y] + c.
Postup:

1. Normalizuj nerovnosti na tvar x —y < c.

e r—y<c = x—y<c—1(vcelych ¢islech).
e r—y>c —= y—x < —c

2. Sestroj graf.
3. Pokud graf obsahuje cyklus se zapornym souc¢tem vah, soustava je UNSAT.
Piiklad (Zkouskova iloha - IDL). Rozhodnéte o splnitelnosti konjunkce:
(c—=b< 2)N(d—c<=2)A(f—-d<=2)A(c—f <N (b—f<5).

Resend. Nejprve pievedeme posledni nerovnici do typického tvaru b— f < 5 ~» b— f < 4. Sestrojime
tedy dle nerovnosti graf:

Nyni naleumeme cyklus. Kdyz vyzkousime b — ¢ — d — f — b, zjistime, ze vahy jsou
(—2) + (—2) + (—2) + (4) = —2. Tedy soucet je zaporny (—2) a problém je UNSAT.



2.5 Lazy SMT Workflow (DPLL(T))

Typicka tloha typu ”Ukazte prubéh reseni pomoci Lazy SMT.”
Postup:

1. Boolean Abstraction: Nahrad atomy (z—y < 3, f(a) = b) vyrokovymi proménnymi (py,ps . .. ).
2. SAT Solver: Najdi model pro vyrokovou kostru (napt. p; = True, p, = False).

3. Theory Check: Vezmi literdly odpovidajici modelu (napi. {z —y < 3, f(a) # b}) a ovér jejich
splnitelnost Theory solverem (CC nebo grafem).

4. Validace:

e Pokud Theory solver fekne SAT — Konec, méame teseni.

e Pokud Theory solver fekne UNSAT — Vytvor blokujici klauzuli (negace soucasného
prifazeni), pfidej ji do SAT solveru a jdi na krok 2.

Piiklad (Zkouskova iloha - Lazy SMT). Méjme formuli: (AV B) A =C, kde:
A fe) = ¢, B: f3c) =~ C: foCc) ~c
1. SAT Solver: Zvoli model {A = True, B = False, C' = False}. Tedy testujeme teorii:
{f*(c) m e, f7(e) # e, f°(c) # c}.

Theory solver (Congruence Closure) zjisti, ze f%(c) ~ ¢ = f%(c) ~ ¢. To je ve sporu s

f%(c) % c. Vysledek: UNSAT. Blocking Clause: =AV BV C. Priddme do SATu.

2. SAT Solver: Musi splnit blocking clause i puvodni formuli. Zvoli napf. {A = False, B =
True,C' = False}. Tedy testujeme: {f%(c) % ¢, f3(c) =~ ¢, f(c) % c}. Theory solver zjisti,
7e f3(c) ¢ = f%c) = c. Spors f9(c) % c. Vysledek: UNSAT. Blocking Clause:
AV -BVC.

3. SAT Solver: Nemd dal3i moznosti (kombinace A, B vedou ke sporu s C, a negace obou nesplni
prvni klauzuli). Zavér: UNSAT.



3 Quantifier Elimination

Quantifier Elimination (QE) je proces, ktery prevede formuli s kvantifikatory (3z, Vz) na ekvivalentni
formuli bez kvantifikatort

e Pokud vstupni formule neobsahuje volné proménné, vysledkem QE je T (pravda) nebo L
(nepravda).

e QE je mozné pouze pro urcité teorie, napt. LRA (Linedrni redlnd aritmetika) a LIA (Linearni

celociselna aritmetika).

3.1 Linear Real Arithmetic (LRA)

V reédlnych cislech (R) je situace jednodussi diky hustoté (mezi kazdymi dvéma ¢isly je dalsi éislo).

3.1.1 Fourier-Motzkinova Eliminace

Zékladni metoda pro eliminaci Jz v konjunkci linedrnich nerovnosti.
Postup:

1. Vyjadii vSechny nerovnosti ve tvaru x < U; (horni meze) nebo L; < z (dolni meze).

2. Pro eliminaci 3z(/\; L; < z A /\;x < Uj) staci zarucit, Zze vSechny dolni meze jsou mensi
nez vSechny horni meze.

3. Vysledna formule:

AL < U;)

1]

Ferrante-Rackoff (VylepSeni): Misto pérovéni vSech mezi testuje konetnou mnozinu bodu:

. . ’ o « . . L;+U;
—00, 400 a aritmetické pruméry mezi mezemi %

3.2 Linear Integer Arithmetic (LIA) - Cooperova Metoda

V celych éislech (Z) Fourier-Motzkin nefunguje, protoze mezi 3 < z a < 4 neni zddné celé ¢islo
(ale 3 < 4 plati)[cite: 5]. Pouziva se Cooperova metoda.

3.2.1 Krok 1: Normalizace koeficientu (LCM trick)

Abychom mohli eliminovat z, musi mit u sebe koeficient 1 (resp. -1). Pokud ma rovnice tvar ax < b,
musime ji upravit.
Algoritmus:

1. Najdi nejmensi spolecny nasobek (LC'M) vsech koeficientu u x ve v8ech nerovnostech.
2. Vynéasob kazdou nerovnost tak, aby koeficient u x byl LCM.

3. Substituuj ' = LCM - x.

4. Ptidej podminku délitelnosti: LCM | .

Piiklad (Ze zkousky - Normalizace). Méjme formuli: | < 3x A bx < u.
Resent.

1. Koeficienty u x jsou 3 a 5. LCM(3,5) = 15.



2. Vynasobime prvni nerovnost 5 a druhou 3:

5l < 15x A 15z < 3u

3. Substituce ' = 15z. Pfidame podminku délitelnosti 15 | «':

15| 2" ABl <2’ N2 <3u
4. Nyni je koeficient u 2’ roven 1 a muzeme pokracovat v eliminaci.

3.2.2 Krok 2: Eliminace (Cooper’s Expansion)

Méjme formuli Jz.p(z), kde x m4 koeficient 1. Formule muze obsahovat:
e Dolni meze (A): a<z,a<z,x=0a...
e Horni meze (B): z <b,...
e Deélitelnost: k | (z + ¢)
Cooperova metoda ik, ze Jx.¢(x) je ekvivalentni disjunkci dvou piipadu:
1. Left Infinite Projection (F_): Co se déje "hodné vlevo” (v —00).

e © <b— T (je to pravda pro dost malé x)
e a <z — L (neni pravda pro dost malé z)

e Deélitelnosti zustavaji.
2. Boundary Check: Reseni muze existovat tésné u néjaké dolni meze a € A.
Finalni formule pro eliminaci: Necht ¢ je LO'M vsech délitelit v podminkach délitelnosti & | .. ..
5 5
Jo.F(z) <= \/ Fex() v\ V Fla+))
j=1 j=1a€cA
Vysveétleni:

e Prvni ¢ast (\/ F_) kontroluje, zda je formule splnitelnd pro velmi mal4 ¢isla, pficemz musime
otestovat celou periodu ¢ (kvuli délitelnosti).

e Druhd ¢édst kontroluje okoli dolnich mezi. Pokud feSeni existuje, musi byt ”kousek” (do
vzdélenosti §) od néjaké dolni meze a.

3.3 Resené piiklady ze zkousek (III-QE.pdf)

Piiklad (Konstrukce QE forem). Zkonstruujte formu po eliminaci kvantifikdtori (vysledek).
(a) Integers 3w.y = 3z, (b) Reals: Jx.l < x ANx < u, (c) Reals: Jx.z* < y. Reseni.

(a) 3|y (v je délitelné tremi). Existuje celé ¢islo x takové, ze y je jeho trojndsobek, pravée tehdy,
kdyz je y délitelné 3.

(b) [ < u. V redlnych ¢islech existuje prvek ostie mezi [ a u pravé tehdy, kdyz je interval neprazdny
(I < u). Pozor: V celych ¢islech by to bylo [ + 1 < u.

(¢) 0 <y. Ctverec realného éisla je vzdy nezaporny. Pokud y je alespoii 0, miizeme najit z = VY-
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Piiklad (Cooperova eliminace - Expansion). Predpoklidejme NNF formuli F' v LIA, kterd obsahuje
lz'vtercily a<xz,x<b2|x3]|x. Jak Cooperova metoda eliminuje x?
Reseni.

1. Uréime periodu 6: Mame délitelnosti 2 a 3. LCOM (2,3) = 6. Tedy d = 6.

2. Identifikujeme dolni meze (A set): Literdl a < z dava dolni mez a.

3. Sestavime disjunkci podle vzorce:

\ Feslz = j1v \/ Flz = a+j]

i=1 j=1
(Pozndmka: Ve virazu F_, nahrazujeme x ¢islem j pouze v podminkdch délitelnosti, nerovnosti jsou
nahrazeny T/L.)

Piiklad (Cooperova metoda - LCM trick). Prevedte formuli | < 3z A5z < u na ekvivalentnd, kde

koeficient u x je 1.
Resend.
15| 2" ABl <2’ A2’ < 3u

(Kde 2’ reprezentuje puvodni 15z).
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