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1 Grobnerovy baze.

Tato ¢dst se zabyva ndstroji pro (algoritmické) feSeni problému s idedly v okruhu polynomu vice proménnych
T[x1,...,2,], kde T je téleso.
Definujme si nejprve zakladni pojmy, se kterymi budeme pracovat.

Definice 1 (Ideal). Nechf R je komutationi okruh. PodmnoZina I C R se nazjvd ideal, pokud:
e 0cl,
e pro viechna a,b € I plati a +b € I (uzavrenost na séitani),
e pro vSechna a € I ar € R plati r-a € I (uzavienost na ndsobeni prokem okruhu,).

V kontextu pocitacové algebry nas zajimaji idedly generované kone¢nou mnozinou polynomu. Diky Hilbertové
vété o bazi vime, ze v T[zy, ..., z,] je kazdy idedl kone¢né generovany.

Definice 2 (Bdze idedlu). Necht fi,..., fv € R. MnoZina viech R-linedrnich kombinaci téchto proki, tj.

k
I: <f17~-->fk> = {Z'f‘lfl | T1y...,TE GR},
i=1
tvori idedl v R. Prvky f1,..., fr nazjvdme bazi idedlu I.

Algoritmické problémy a motivace.

V pocitacové algebie fesime s polynomy dva fundamentdlni problémy.

1. Problém nélezeni do idealu
e VSTUP: g, f1,..., fm € T[x1,...,2p]
e VYSTUP:
— ANO: pokud g € (f1,..., fm), tj. existuji r1,...,7m € Tx1,..., 2] tak, ze g = > ", 7 fi.
— NE: jinak.
Aplikace: Automatické dokazovani geometrickych vét, verifikace systému. Problém je obecné EXPSPACE-kompletni

(pro polynomy s ”osklivymi” stupni), ale s Grobnerovymi bézemi ¢asto Fesitelny.

2. Reseni soustav polynomialnich rovnic
e VSTUP: f1,...,fm €T[x1,...,2,]
e VYSTUP: Popis mnoziny V(f1,..., fm) = {(a1,...,an) €T |Vi: fi(ai,...,an) = 0}.
¢ Existuje feSeni?
— ANO: Ja e T" (kde T je algebraicky uzdver T).
— NE: Soustava nemd teseni. Dle Hilbertovy véty o nuldch nastavé préave tehdy, kdyz 1 € (f1,..., fm)-
Souvislosti:

e SAT: Problém splnitelnosti booleovskych formuli je specidlnim piipadem soustav nad T = Zy (polynomy
tvaru 22 — x; = 0 a logické vztahy). Je NP-tézky.

e MQ kryptografie: Multivariate Quadratic equations — bezpe¢nost schémat je zalozena na obtiznosti feseni
soustav kvadratickych rovnic nad koneénym télesem.



Dalsi operace s idealy.
Prianik idedli: Radikdl idedlu:
e VSTUP: f1,...,fm, 91,59k € T[x1,...,Ty] e VSTUP: fi,..., fm € T[x1,..., 2]

e VYSTUP: hy,...,h € Tlxy,..., a0 o VYSTUP: hy,... . hy € T[x1,..., ]
e Vztah: e Definice:
(hi,... by = (fi,. ooy fm) O (91, gk (hi,...;;h) ={g € T[z1,...,zn] | I eN:gF € (fi,..., fm)}

Priklad 1 (Motivace pro faktorokruhy: Diffie-Hellman). Prdce s polynomy generuje obrovské stupné. UvaZujme
vymeénu klici v R = T[z] s prvkem g, degg > 1.

o Alice voli a € N, posild g*. (Stuperi je a - degg)
e Bob voli b € N, posild g°.
o Spolecné tajemstvi: g°°.

Problém: Stupné rostou linedrné s exponentem, coz je neefektioni.
Reseni: Pocitdme modulo polynom f. Pracujeme ve faktorokruhu

R =Tp[a]/(f) = {h € Fplz] | degh < deg [}.

Zde se velikost prokid drzi pod deg f.

Redukce a konvergentni systémy.
eorie Grobnerovych bazi stoji na teorii prepisovacich systému (redukef).

Definice 3 (Abstraktni redukéni systém). I' = (X, —) je orientovany graf, kde X je mnoZina prvki (polynomi)
a relace — C X x X je redukce (jeden krok algoritmu délent).

Relace '—’ budeme znacit nasledovneé:

o z Sy neNy Jrg,x1,...,0, € X tak, Ze & = xg — T1 — To -+ — Ty =Y.

e xSy IneNy:xz By (reflexivni a tranzitivni uzdvér — existuje cesta z = do y).

e <y = — yneboy — z (symetrizace).

o <% y: existuje posloupnost zq, ..., , spojend hranami v libovolném sméru — existuje neorientovans cesta.
Definice 4. Graf (X, —) nazveme

e terminujici, pokud neexistuje nekonecénd posloupnost xo — x1 — x9 — ... (kazdy vypocet skonci).

e norméalni Pokud pro kazdd x <> y existuje z spliujici x — z < y.

e konvergentni, pokud je terminugici a normdin.

Pro konvergentni grafy existuje oCividny algoritmus rozhodujici, zda mezi danymi vrcholy existuje cesta.

Algoritmus 33. Test ekvivalence v konvergentnim systému
VSTUP: z,y € X, systém (I', —) je konvergentni.
VYSTUP: ANO pokud z <5 y, NE jinak.
1. prepisuj libovolné x = zg — 1 — x2 — ... — t, kde t je terminal
2. prepisuj libovolné y = yo — y1 — y2 — ... — s, kde s je termindl
3. pokud s = t, odpovéz ANO, jinak NE

Plati <5y <= s =1, kde s,t jsou terminély. Pokud s # ¢, pak nejsou ekvivalentn.



Definice 5. Orientovany graf (X, —) nazveme
o konfluentni, pokud pro kazdd x <~ u = y existuje prvek z takovy, Ze x = z <~ y;
e lokdlné konfluentni, pokud pro kaidd x < u — y existuje prvek z takovy, Ze © = z <& y.

Konfluence a lokdlni konfluence v obecnosti ekvivalentni nejsou: napi. graf

je lokélné konfluentni, avsak nikoliv konfluentni. Za pfedpokladu terminovanosti vSak tyto pojmy splyvaji také.
Tvrzeni 20 (Fundovani indukce). Bud (X, —) terminujici graf a V néjakd vlastnost. Nechi

(1) termindly magi vlastnost V.,

(2) pro kazdé x € X plati: magji-li viechny proky mnoZiny {y : © — y} vlastnost V', pak md i x vlastnost V.
Pak ma kazdy prvek x € X vlastnost V.

Proof. Pro spor predpokladejme, ze (X, —) je terminujici a Ze jsou podminky (1), (2) splnény, ale tvrzeni ne-
plati. Tedy existuje mnozina prvki, které nemaji vlastnost V. Ozna¢me tuto mnozinu S = {x € X | =V (x)}.
Piedpoklddame, ze S # ().

Zvolme libovolny prvek zo € S. Podle podminky (2) plati: Pokud by vsichni ndslednici xg méli vlastnost V', pak
by ji musel mit i zg. Jelikoz xg nemd vlastnost V' (protoze zo € S), musi existovat alespon jeden jeho naslednik
x1 (tj. o — x1), ktery také nemd vlastnost V. Tedy 1 € S.

Stejnou tvahu muzeme aplikovat na x1. Protoze x; € S, musi existovat zo takové, ze 1 — x2 a xo € S.

Timto zpusobem muzeme konstruovat nekoneénou posloupnost prvkia xg — 1 — 22 — ..., kde pro vSechna i plati
x; € S. Existence takové nekoneéné posloupnosti je vSak ve sporu s predpokladem, ze graf (X, —) je terminugici.
Mnozina S je tedy prazdnd, coz znamend, ze kazdy prvek z € X mé vlastnost V. O

Véta 20. Necht I' = (X, —) je orientovany graf.

(1) T je normdlni <= je konfluentni.

(2) Pokud T je terminujict, pak je konfluentni <= je lokdlné konfluentni.
Proof. Obé implikace “ =" jsou trividlni. Dokdzeme jesté opacné.

“<” (1) Dukaz provedeme indukei podle délky cesty mezi z,y. Predpoklddejme tedy x & y. Pron = 1 mame

bud  — y, nebo y — z, takze neni co dokazovat. V indukénim kroku rozepisme x <> y jako Pt AN Y.
Z indukéniho predpokladu existuje w spliujici - u <~ z. Rozebereme oba pifpady y — z a z — y. V
prvnim piripadé mame

takze © — u < y a jsme hotovi. V druhém piipadé vyuzijeme konfluenci v bodé z a ziskéme v takové, ze
u v &y
x

/N
N/

Tedy z 5 v < .

“<” (2) Fundovanou indukei dokdzeme konfluenci v kazdém bodé. Pro termindly neni co dokazovat. Pro ostatni
prvky u uvazujme situaci <~ u — y. Oznaéme xq,y; prvky spliujici & < z1 < v — y; — y. Z lokaln{



konfluence plyne existence w, pro které x, Iow & 1. Nyni vyuzijeme indukéni predpoklad konfluence v
pLy p . Y . Y yuzij *p Il
prvcich x1 a y1: nejprve dostaneme v takové, ze x — v <— w a poté z takové, ze v — z + y:

N

X1 v

N
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N

Y
Tedy z = z < y.

Usporadani termt a polynomi.
Definice 6 (Term). Termem v proménngch x1,...,xy Tozumime vjraz
ZU gl

kde uy,...,up > 0, stupném termu oznacime soucet »_ u;. MnoZinu viech termi budeme znadcit [x1,...,xg].
Definice 7 (Ptipustné uspordddni). Uspordddni < na mnoziné termi nazveme pripustné, pokud

o < je linedrni,

e > je terminujict,

e 1 <t pro vsechna t, a

o jestlize s < t, pak rs < rt pro vSechna r.
Nejcastéji se pouzivaji nasledujici pripustna uspotradani:
Definice 8 (Lexikografické uspofadani — LEX). Polozme

et <ppxoalt..oap

prdvé tehdy, kdyz pro néjaké i plati uy = v1,...,u; = v; @ U1 < vi11. O poradi tedy rozhoduje exponent u x1, v
pripadé rovnosti pak exponent u xo atd. Napt. x1 > 23%°0 > 29210 > xox3 > 2100,

Definice 9 (Graduované lexikografické uspofaddni — GLEX). PoloZme

degs < degt

s < t <—
GLEX {degs—degt o s<ppxt

O poradi tedy rozhoduje nejprve stupeni, a aZ pri rovnosti lexikografické uspordddni. Napr. woxi®® > 2300 > 2100 >

ToX3z > Tq.
Déle budeme pouzivat tyto dilezité pojmy. Vzdy to uvedeme na piikladu polynomu f = 7z# 4 3x3.
Definice 10 (lt, Ic, Im). Bud < pfipustné uspordddni na termech a f polynom. Definujeme
e vedouci term 1t(f) jako nejuétsi term v f vzhledem k uspordddni <, tedy lt(f) = x*,
e vedouci koeficient lc(f) jako koeficient u vedouciho termu, tedy le(f) =7,
e vedouci monoélen Im(f) = le(f) - 1t(f), tedy Im(f) = 7z*.

Definice 11 (Ostré usporadéni <). Bud < pripustné uspordddni na termech. Definujeme ostré uspofadani < na
polynomech ndsledugicim zpisobem: f < g, pokud plati jedna z ndsledugjicich podminek:

o f=0ag#0,
o 1t(f) <lt(g),
o It(f) =1t(9) a f—Im(f) < g—Im(g).



Piepisovaci pravidla.
Definice 12. Zvolme pevné néjaké pripustné uspordiddni na termech. Pro polynomy f,g,r budeme psdt
f= g,
pokud polynom f obsahuje élen m takovy, Ze Im(r) | m, polynom f —m neobsahuje Zdidny clen se stejngm termem

jako m, a
m

ey

Jingmi slovy, pokud mizZeme pro néjaky polynom h neobsahujici élen se stejngm termem jako m psdt

g=1r

f=h+m, gzh—!—%-(lm(r)—r).

Pro mnozinu polynomu R budeme psét f EiN g, pokud f = g pro néjaké r € R.

Piiklad 2. Uvazujme polynom r = x* — xy + 2 v uspordddini <ppx, x© > y. Prepisovaci pravidlo tedy bude znit
22 5 2y — 2. Polynom f = 22%y? + xy se prepise na polynom 2z2y> — 4ay? + xy, protoze

f=20%%+ay =229? 2® + zy 5 20y% (xy —2)+ 2y =222y —day® + 2y = g.
—— —~ e =~

m h ey lm(r)—r h
Podminka, Ze polynom h neobsahuje Zddny ¢len se stejngm termem jako m, je dulezitd kvuli terminovanosti.

Zformulujeme nékolik zékladnich vlastnosti relace —. Vétsina z nich je vice-méné ocividnych, je viak dualezité je
mit na paméti.

Tvrzeni 20.3. Bud f,g,r € T[x1,...,21] a < pripustné uspordddni.
(1) Pokud f 5 g, pak f —g € (r).
(2) Pokud f = g, pak f>> g. Tedy relace EiN je terminugjici pro kazdé R.
(3) Pokud f = g, pak mf = mg pro kazdy monoclen m.
(4) Pokud f = g, pak pro kazdy polynom h, bud
f+h5g+h,

nebo existuje polynom k takovy, Ze '
f+hS k<& g+h

(5) Pokud f = g a h 3k, pak f+h < g+ k.

Proof. Dokazeme jednotlivé body.

(1) plyne z vyjadieni f — g = lm%) -1 € (r).

(2) plyne z toho, ze v lm(r) > lm(r) — r se kazdé pravidlo aplikuje “iplné” a déle z toho, ze > je terminujici.
(3) je zfejm4, celd situace z definice je pfendsobend monoclenem m.
(4)

4) Pokud m4 pfrepisovany ¢len stejny term jako néktery ¢len polynomu h, pak f + h — k # g + h; pouziti
stejného pravidla na tento ¢len v g + h pak da toto k. V opaéném piipadé plati f +h — g+ h.

Z f 5 g obecné neplyne f 4+ h = g + h: pii prepisovacim pravidle z — y a h = x neplati  + z — y + ,
nybrz x +x — 2y. Avsak y +x — 2y, tedy ve (4) nastane druhd varianta.

(5) Z (4) plyne, ze f +h <> g+h <> g+ k.

Véta 20.4. Bud R C Tlxy,...,xx). Pak f <5 g <= f—ge (R).
Proof. Dokazeme obé implikace

“=” Uvazujme ekvivalenci f = g (mod (R)) definovanou podminkou f — g € (R). Vlastnost (1) fikd, ze pokud
f EiN g, pak f =g (mod (R)). Zbytek plyne z tranzitivity a symetrie této relace.



“<” Pfedpoklddejme, ze f —g = > cphyr -7 pro néjaka h, € T[xy,...,r;]. Rozndsobenim ¢clent polynomu h,.
C 1 .. e N . g
zprava v kazdém soucinu h, - r dostaneme vyjadieni f — g = ., m;r; pro jisté monocleny m; a prvky

r; € R. Protoze r; LN 0, plati také m;r; EiN 0, a tedy aplikac{ vlastnosti (4) dostaneme

N N N
f—g= Zmiri =miry + Zmiri & 0+ Zmiri
i=1 i=2 * i=2
N N
= MoTy + Zmﬂ’i <£) 0+ Zmﬂ‘i
i=3 * i=3

R
o=myry — 0
*

Tedy f=(f—g)+9<>0+g=g.

O
Specidlné dostdvame, Ze f € (R) <— f £o.
Definice 13 (Grobnerova béze). Rekneme, 3¢ R C Tlx1,...,xk] je Grobnerova béze, pokud je relace By konver-
gentni. Alternativné: R je Grobnerova baze idedlu I = (R) < (It(R)) = (It(1)).
Dusledek 20.5. Bud R C T[zy,.. .,z Grobnerova bdze. Pak f € (R) <= f B0,
Proof. Dokazeme obé imlikace
“c” Necht f 250 = f<5 022 r_0e (R).
“5” Necht fe (R) VR 0 — Jg:F B gL 0,tj g=0.
O

Tento dusledek aplikovany na algoritmus 33 davé feSeni problému nélezeni idedlu za predpokladu, zZe je na vstupu
Grobnerova baze. Protoze je nulovy polynom termindlem, staci redukovat pouze dany polynom f.

Algoritmus 34 (algoritmus A).
VSTUP: f € T'[z1,...,zx], R Grobnerova bize idedlu I C T'[z1,. .., xy]
VYSTUP: Plati f € I?
1. pfepisuj libovolné polynom f vzhledem k dané bazi R, dokud neobdrzime terminal ¢.
2. pokud t = 0, odpovéz ANO, jinak NE




Buchbergerovo kritérium a S-polynomy.

Definice 14 (Kriticky pér). Uvazujme podmnozinu R C T[x1, ..., 2] a néjaké pripusiné usporddani na termech.
Rekneme, Ze dvojice polynomi (hy, he) je kriticky par pro ri,7m9 € R, pokud

hy <2t 225 ho,

kde t = ged(1t(rq),1t(rs)).
Definice 15 (S-polynom). S-polynom kritického pdru je polynom typu

spol(r1,72) = hy — ha.
Piiklad 3. Uvazujme ri = 2%y —x +1 ary = zy® — 1. Pakt = x%y?, tedy

Yy —y = 2%y B g
kritickgm pdrem je dvojice (vy — y,x) a spol(ri,rs) =2y —y — x.
Znaceni. Budeme psat z @ y, pokud existuji x1,...,T,_1 K u takové, Ze x = xg <> X1 <> Ta > - O Ty =Y.
Ke konvergenci terminujiciho orientovaného grafu sta¢i nésledujici podminka, slabsi nez lokalni konfluence.

Lemma 21.2. Bud (X,—) orientovany graf a < ostré uspordddni na X takové, e pokud x — y, pak x > y.
Predpokldadejme, Ze > je terminugjici relace a Ze pokud x < u — y, pak x % y. Pak je (X, —) konvergentni.
u

Proof. Fundovanou indukci podle uspoiddani > dokazeme, ze je tento graf konfluentni v kazdém bodé.
Pro termindly neni co dokazovat.
Pro ostatni prvky u uvazujme situaci = <~ u — y a ozna¢me z1,y1 prvky spliujici

x<im<—u—>y1 i>y

Z predpokladu lemmatu plyne x; % Y1
u

Déle budeme dokazovat indukci podle n nésledujici tvrzeni:
() Pro kazdé z1,zo < u, pokud 2z % 29, pak existuje zs takové, Ze z1 — z3 <= Zo.
u

Pro n =1 neni co dokazovat.

V indukénim kroku uvazujme w takové, ze z; < w Pt 2. Podle indukéniho predpokladu w = z < 25 a
zustavaji dvé moznosti: pokud z; — w, pak z = 23, v opatném piipadé pouzijeme konfluenci v bodé w < u.
Aplikaci (1) na situaci z; eij y1 dostaneme

\Al*

x1

VAR
\ v

Y1

*

v

a aplikaci konfluence v bodech x; a y; dostaneme

tedy konfluenci v bodé wu. O
Véta 21.1 (Buchbergovo kritérium). Ndsledugjici tvrzeni jsou ekvivalentni pro kaZdou R C T[x1, ..., zk]:

(1) R je Grobnerova baze.

(2) Pro kazdy kriticky pdr (hi, ha) polynomaii 1,79 € R existuje polynom g takovy, Ze hy EiN g il hs.

(8) Pro kazZdé ri,r9 € R plati spol(ry,ra) % 0.



Proof. Uvazujme navic podminku
(4) Pro kazdy kriticky pdr (h1,he) polynomi ri,79 € R plati hy % ho.
Nyni dokazeme jednotlivé implikace.
e (1) = (2): R je Grobnerova béze, je tedy konfluentni = (2).
e (1) = (3): R je Grobnerova bdze = z dusledku 20.5 a spol(ry,r3) € (R) = spol(ry,r2) <—Ij> 0= (3).

e (2) = (4): Vime,zet > hjah; =g = Iy ?:;1% g = hy ?2? g. Analogicky pro ho ?;% g.

Navic g < hy <t = hﬂéﬁm.

hy
7‘1/‘ *
t T2 *;( ‘g
ha
e (3) = (4) Nekolikrat aplikujeme Tvrzeni 20.3(4), které #iké, ze pokud f — g, pak f+h ﬁ g+ h pro
<f+h
kazdé h. Kdyz to aplikujeme na piedpoklad spol(ry,rs) = hy — ha % 0, dostavame hy ﬁ ho, pficemz
Lhi+h2
hi1+ ho < t.

e (4) = (1) Podle lemmatu 21.2 stac¢i ukdzat, ze pokud g il f EiN h, pak g % h. Uvazme dva piipady:

(A) 71,79 prepisuji v f dva ruzné cleny;

(B) r1,72 prepisuji v f stejny clen.
Zavedme oznaceni t; = Im(r;) a s; = 7; — lm(r;), 4 = 1,2, tj. mame piepisujici pravidla t; — s1 a ty —> s5.

(A) Necht f = ayt; +asts +u, kde u neobsahuje ¢leny se stejnymi termy jako a1ty a asts, a piedpoklddejme
Oéltl > Oé2t2. Pak

@181 + asty +u & f BEN aqty + asss +u RETN o181 + (S + U,

protoze v aise se Clen se stejnym termem jako aqt; nevyskytuje (protoze aity > agts > aass).

foC o] [en] ]
T )
9 [ o] [en] ] [ ool [e=] ] &
1
I T I T

Pokud se ani v a1s; nevyskytuje ¢len se stejnym termem jako asts, pak se piepisuje jednoduse g — k.
Je-li tomu naopak, pfi aplikaci pravidla ro na g dojde také k prepsani prislusného ¢lenu m v a;s;. Tedy

g=(a1s1 —m) + (aata +m) +u 12 (a181 —m) + (asy +m') + u,

oviem také
k= (a1sy —m) +m + agss +u — (151 —m) +m' + agss + u,

takze nakonec také g — [ <~ h pro jisty polynom I.

g |:|a181*m a2t2—|—m|:] |:|oz1317m| m | fees2| ]k
T2 T2

(om [ | L]




(B) Necht ry,re piepisuji v f ten samy clen 8t, kde t = NSN(1t(rq),1t(r2)). Oznaéme t = a1t = asots a
f = Bt 4+ u. Z predpokladu (4) mame zaruceno, ze pokud hy ¢+~ t —2 hy, pak hy @ ho. 7 Tvrzeni

*

20.3 plyne, ze Shy <<<—*[5t> Bha a déle ze fhy +u «—— Sha +u, neboli g <<*f I

<L pBt+u
| [ous]
1
FoC e < f
T2
[ [o=]

Je celkem oc¢ividné, ze Grobnerova baze spliiuje uvedené vlastnosti:
(2) plyne piimo z konfluence
(3) je dusledkem véty 20.4. Tezsl je dokdzat opak.

Véta ndm dava (pomérné efektivni) algoritmus na testovani, zda je dand bédze Grobnerova. Zatimco otestovat
lokélni konfluenci znamend vyzkouSet nekoneéné mnoho piipadu g < f — h, kritickych para a piislusnych S-
polynomu je pro konecnou R jen kone¢né mnoho.

Algoritmus tedy zni: pro kazdy S-polynom vyzkousime, zda se piepisu na nulu; pokud vyjde test pokazdé pozitivné,
jde o Grobnerovu bézi.

Na stejném principu funguje i algoritmus, ktery Grobnerovu bazi hledd: pokud se néjaky S-polynom na nulu
nepiepiSe, piislusny termindl piiddme do béze. Idedl zustane stejny, avsak pribydou nové kritické pary. Bude
tfeba dokazat, ze takovy postup nékdy skonci.

Algoritmus 35 (Buchbergeruv, algoritmus B).

vstup: R C T[z1,...,x)] konetnd
vystup: Grobnerova baze idedlu (R)

1. P:={{r,s}:r,s€ R}

2. while P # () do
vyber {r,s} € P,P:= P\ {{r, s}}

spocti spol(r, s) EiN f, f termindl
if f #0then R:=RU{f},P:=PU{{r,f}:r€ R}

3. return R

Tvrzeni 21.3. Buchbergeriuv algoritmus funguje.

Proof. Kazdy polynom f pfidany do R v kroku 2. je prvkem idedlu (R), protoze f £ spol(r, s) € (R). Pokud se
*

tedy algoritmus zastavi, vysledek bude podle Buchbergerovy véty Grobnerova baze vstupniho idealu.
Zastavi se skutetné po kone¢éné mnoha krocich? Predpokliadejme, Ze ne, a ozna¢me Ry = R, Ry, Ra, ... postupné
se zvétsujici bazi. Definujme idealy

Ji = <1t(7“) re R1>
Ziejmeé Jo C J; C Jo C ..., takze z Hilbertovy véty o bazi plyne existence k takového, ze Ji = Jpy1 = Jppa = .. ..
Necht f € Rjy1\ Ry je (ten jediny) polynom piidany v k-tém kroce. Pak

t(f) € Jpar =i, clli W(f) =D ap-1t(r)

reRy

N
pro né&jaké polynomy a,.. Rozndsobenim téchto polynomu dostaneme vyjadieni 1t(f) = > m; - It(r;), kde r; € Ry,
i=1

a m; jsou néjaké monocleny. Jenze 1t(f) je také monoclen, takze monoéleny v souctu na pravé strané se musi az na
jeden navzdjem poodéitat. Tedy 1t(f) = m-1t(r) pro néjaky monoclen m a r € Ry. Jenze to znamend, ze polynom
f lze prepsat pomoci polynomu r € Ry a to je ve sporu s tim, ze f je termindl vzhledem k Ry. O



71,72

Pozndmka. Pokud 0 # ry,73 € T[x1, ..., 2] a ged(1t(r1),1t(r2)) = 1, pak spol(ry,r2) —— 0.

Dusledek. V Algoritmu 35 krok “spocti spol(r, s) EiN I, f termindl” sta¢i udélat jen kdyz ged(lt(r), 1t(s)) # 1.

Redukované Grobnerovy baze.

Podivdame na to, jak z dané Grébnerovy baze vytvorit v jistém smyslu minimdlni Grébnerovu bdzi, tzv. redukovanou
bdzi. Takové béze jsou mimo jiné mnohem vhodnéjsi pro Algoritmus A.

Pozorovani 1. R je Grébnerova bdaze <= 0 je jeding termindl v (R).

Proof. Dokazeme obé implikace.

“=” Kazdy polynom f € (R) se musi podle Véty 20.4 piepisovat na 0, f % 0.

“<” Méjme 1,72 € R\ {0} : spol(r1,re) =t h € (r1,r2) C (R). Tedy kazdy S-polynom lezi v (R). Chceme f
terminal tak, ze h % f, tedy h— f € (R).

Kazdy S-polynom se ptepisuje na 0, muzeme tedy pouzit Vétu 21.1., z které vyplyva, ze R je Grobnerova
béze.

O
Tvrzeni 21.4. Bud R Grébnerova bdze idedlu I a necht f,g € R.
(1) Pokud 1t(f) | 1t(g), pak R\ {g} je také Grébnerova bdze idedlu I.

(2) Pokud g ER h, pak (R\ {g}) U {h} je také Grobnerova baze idedlu I.
Proof. Dokazeme jednotlivé body.

(1) Vyuzijeme Pozorovdni 1. Pokud se néktery polynom v I pfepisoval pomoci g, pak se bude ptepisovat také

pomoci f, jde tedy o Grobnerovu bazi. Otédzka je, jestli toho samého idedlu. K tomu sta¢i dokazat, ze

g € (R\ {g}), tedy ze g I G. Jiste Tze piepsat g ER h, pro n&jaky polynom h. Pritom h € [ a h < g,

tedy h £, 0 aniz bychom mohli pouzit pravidlo g.
*

(2) Protoze g ER h, tedy g—h € (f), musi platit ((R\{g})U{h}) = (R). Opét vyuzijeme Pozorovdni 1. Nastavaji
dvé moznosti:

(a) Prepis g ENgA probéhl ve vedoucim ¢lenu. Pak je tento piipad totozny s bodem (1).
(b) Pfepis g ENYH probéhl mimo vedouci ¢len. Pak je 1t(g) = 1t(h), tedy pravidlo 95 lze pouzit < lze
pouzit pravidlo LN
O
Definice 16 (Normovand redukovand Grobnerova baze). Grébnerova bdze R se nazjvd

e redukovand, jestlize pro Zidné f,g € R neplati g i> h pro néjaké h;

e normovana, jestlize pro kazdé f € R plati le(f) = 1.

Algoritmus 36 (Redukce Grobnerovy béze).

vstup: Grobnerova baze R idedlu I
vystup: normovand redukovand Groébnerova béze idealu I

1. while existuje f,g € R takové, ze g L h do
if 1t(f) | 1t(g) then R:= R\ {g}
else R:=(R\ {g}) U {h}

2. return {f/lc(f): f € R}

Redukované baze jsou nejen v jistém smyslu minimdalni, ale dulezité také je, ze jsou jednoznacéné uréené danym
usporddanim na termech.
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Poznamka. V kazdém prichodu cyklu v kroku 1, se bud zmens( |R|, nebo je polynom v R nahrazen polynomem
< -mensim. Jelikoz je > terminugjici, tak Algoritmus 36. musi skoncit.

Véta 21.5. Ke kazdému idedlu v T[xq,...,xx] existuje prdvé jedna normovand redukovand Grébnerova bdze
vzhledem k danému ptipustnému usporddani na termech.

Proof. Dokazeme existenci a jednoznacnost.
Existence normované redukované Grébnerovy béaze plyne z pravé uvedeného Algoritmu 36.
Dokéazeme jednozna¢nost. Uvazujme dvé normované redukované baze R, S idedlu I, oznac¢me jejich prvky

R:{flv"'7fn}7 S:{gla"'agnL}'

Polynom f; se musi piepisovat vzhledem k bézi S na nulu. Existuje tedy polynom g; € S, ktery prepisuje 1t(f1).
Zrovna tak se musi pfepisovat polynom g; vzhledem k bazi R na nulu, takze existuje polynom f; € R, ktery
pfepisuje 1t(g;). Specidlné 1t(f;) | 1t(g;) | 1t(f1) a z redukovanosti bdze R dostavame i = 1, tedy 1t(f1) = lt(g,).
Vidime, 7e polynomy v R a S lze jednoznainé napérovat, takie m = n a BUNO mizeme piedpokladat, ze
1t(f;) = 1t(g;) pro vSechna i.

Nyni si véimnéme, ze f; —g; € I (protoze oba polynomy jsou v I). Pfitom to je nutné terminél v R: vedouci ¢leny
se odecetly, zbylé ¢leny f nelze prepisovat pomoci R diky podmince redukovanosti baze R, a zbylé ¢leny g nelze
prepisovat pomoci R diky redukovanosti baze S (protoze levé strany pravidel jsou v obou béazich stejné). Jenze R
je Grobnerova béze, a ta obsahuje jediny terminal: nulu. Tedy f; = g; pro v8echna i. O

11



2 Idealy, radikaly a aplikace.

Ukézeme, jak Grobnerovy béze slouzi pro algoritmickou préci s idedly a radikaly, jak lze Buchbergeruv algoritmus
pouzit jako zobecnéni Gaussovy eliminace k feSeni soustav polynomialnich rovnic a jak lze na problém nalezeni
idedlu (resp. radikélu) prevést problémy z jinych oblasti, konkrétné barveni grafu a dokazovéni v analytické
geometrii.

Idealy.

Primdrni tloha, kterou metoda Grébnerovych bézi fesi, je problém nalezeni idedlu v oborech T[z1,. .., zk].

Algoritmus 37 (nélezeni idedlu).
vstup: f, f1,..., fm € T[x1, ..., zk
vystup: f € (fi,..., fm) ?

1. (Algoritmus B) spocti néjakou Grobnerovu bézi R idedlu (fi, ..., fim).

2. (Algoritmus A) rozhodni, zda f RN}

Souvisejici tlohou je rovnost idedli. Na problém nélezeni ji lze prevést néasledujicim zpusobem:
(R) =(S) <= RC (S)ASC(R).

To by znamenalo dva vypoécty Grobnerovy baze a spoustu piepisovan{ (kazdy polynom z R bychom piepisovali po-

vvvvv

ke stejnému usporaddni).

Algoritmus 38 (rovnost idedlu).

vstup: f1,..., fn, 91, 9m 2 Tlx1,..., 2]
V}"Stup: <f17"'7fn> = <glu"'7gm> ?

1. spoéti normovanou redukovanou Grobnerovu bézi R idedlu (fy,..., fn).

2. spo¢ti normovanou redukovanou Grobnerovu bazi S idedlu (g1, ..., gm)-
3. rozhodni, zda R = S.

Algebraicka geometrie a Radikaly.

Zékladnim konceptem algebraické geometrie je Galoisova korespondence mezi mnozinami bodi prostoru T* a
mnozinami polynomii k proménnych nad télesem T, urcend nésledujicimi operdtory. Pro mmoziny A C T a
R CT[x,...,zx]| definujme

I(A) ={f € T[x1,...,xk] : f(a1,...,a;) =0 pro kazdé (ay,...,axr) € A},
V(R) ={(a1,...,ar) € T" : f(a1,...,ax) = 0 pro kazdé f € R}.
Mnoziny tvaru V(R) se nazyvaji algebraické mnoZiny a jsou zdkladnim objektem studia algebraické geometrie.
Mnoziny tvaru I(A) tvoii tzv. radikdly v oboru T[xz1,...,x] a jsou zdkladnim ndstrojem pro préci s algebraickymi
mnozinami.
Definice 17 (Radikal). Idedl I nazveme radikdlem, pokud kdykoliv f™ € I, pak f € I. Pro dany idedl I definujeme
Rad(I) ={f € T|x1,...,xx] : existuje n takové, zZe " € I'}

a nend tézké nahlédnout, ze Rad(I) je nejmenst radikdl obsahugict idedl I.
Netrividlni je uzavienost na séitdni: je-li f* € I a g™ € I, pak (f + g)"t™ € I, jak plyne z binomické véty.

Stézejni vlastnosti pro nas bude Hilbertova véta o nuldch, kterda dava do vztahu operator Rad a operatory I, V.

Véta 22.2. (Hilbertova véta o nuldch). Nechi T je algebraicky uzaviené téleso a R C T[zy,...,xx]. Pak

Rad((R) = I(V(R)).

12



Diusledek 22.3. (Slaba Hilbertova véta o nuléch). Bud T algebraicky uzaviené téleso a R C Ty, ..., x1]. Pak
V(R)=0 < 1€ (R),

tj. prdvé tehdy, kdyz (R) = (1) = T[xq, ..., 2]

Proof. Dokazeme obé implikace.

“=” Je-li V(R) = 0, pak Rad((R)) = I(V(R)) = T[z1,...,x] a vidime, ze 1 € Rad({R)), coz je z definice
operatoru Rad mozné jen tehdy, kdyz 1 = 1" € (R).

“<” Pro polynom f =1 € (R) neexistuje a takové, ze f(a) =0, tedy V({R)) = V(R) = 0.

Dusledek 22.4. Bud T algebraicky uzaviené téleso a f, fi,..., fn € Tlx1,...,21]. Pak
f € I(V(fla e afn)) — 1le€ <f1a sy fnvzf - 1>T[x1,...,xk,z]v

kde z je novd proménnd.
Proof. Podle ptedchoziho dusledku stacéi dokazat, ze

feIV(fisooifn)) = V(fi,oos fo,zf = 1) =0.
“=” Pokud (ai,...,ar,b) € V(f1,..., fn,2f — 1), pak fi(a1,...,ar) = 0 pro vechna i a b- f(a1,...,ax) = 1,
takze f(a1,...,ar) #0a f & I(V(f1,...,fa))-
“<” Pokud f & I(V(fi,...,fn)), Pak existuje bod (ai,...,as) € T* takovy, ze fi(ay,...,ar) = 0 pro viechna i,
a piitom f(ay,...,ar) =b# 0. To znamena, ze (a1,...,ax,b 1) € V(f1,..., fn,2f —1).
L]

Je dulezité si uvédomit, ze v obou dusledcich je implikace “<” platna za vSech okolnosti, zatimco implikace “="
jen pro algebraicky uzaviend télesa.

Dusledek 22.4 prevadi problém nélezeni radikdlu na problém nalezeni idedlu, alespon tedy pro algebraicky uzaviend
télesa.

Algoritmus 39 (nélezeni radikdlu, nad algebraicky uzavienym télesem).

vstup: f, f1,..., fo € Tx1, ..., 2x].
vystup: f € I(V(fi,...,fn)) ?

1. spoéti néjakou normovanou Grébnerovu bézi R idedlu (f,..., fn,2f — 1)
2. rozhodni, zda 1 € R

Pro télesa, ktera nejsou algebraicky uzaviena, mame pouze ¢astetny algoritmus:

e Pokud 1 € R, pak f € I(V(f1,-.-, [n))-

e Pokud 1 ¢ R, pak nemuzeme fici nic. Je totiz mozné, ze kazdy spoleény kofen polynomu fi, ..., f, v télese
T je zédroven kofenem polynomu f, ale existuje néjaky spoleé¢ny kofen v algebraickém uzavéru télesa T, ktery
uz kofenem f neni.

ReSeni soustav a eliminac¢ni lemma.

7 nasledujiciho Elimina¢niho lemmatu plyne, Zze pokud existuje baze idedlu I, kterd je v trojihelnikovém tvaru
(ve smyslu, prvni polynom pouzivd jen proménnou z, dalsi jen z1, 22, atd.), Buchbergeruv algoritmus ji najde.
Samoziejmé, ne kazdy idedl takovou bazi ma.

Tvrzeni 22.5. (Eliminacni lemma). Bud R Grébnerova bdze idedlu I v T[xy, ..., x| vzhledem k lexikografickému
usporaddni s t1 < xo < -+ < . Pak pro kazdé i =1,...,k plati

I n T[Jil, oo 7l‘i] = <R N T[J?l, “ee axi]>T[a:1,...,zi]~
Proof. Dokazeme obé inkluze.

D: Je oc¢ividné.

C: Pokud f € INT[x1,...,x;], pak f 2,0, Jenze pravidla pouzivajici proménné x;1,...,x, jsou mimo hru
*
kvuli velké vaze téchto proménnych, takze f se prepisuje na 0 pomoci pravidel z R N T[xq,...,z;]; tato
mnozina tudiz generuje idedl I N T[xy, ..., z,].
O
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3 Faktorizace polynomai.

Definice 18 (Gaussovsky obor). Obor se nazjvd gaussovsky, pokud md kaZdy neinvertibilni nenulovy prvek jed-
noznacény rozklad na ireducibilng cinitele.

Definice 19 (Primitivni polynom). Bud R gaussovsky obor. Polynom f € R[z],f = ana™ + ...+ a1x + ag se
nazgvd primitivni, pokud ged(ay,, an—1,...,a1,a9) = 1.

Véta. R Gaussiv = R|[z] je také Gaussuv.

Bezétvercova faktorizace.

Ukazeme si, jak rozlozit dany polynom na soucin faktoru, které neobsahuji ve svém ireducibilnim rozkladu vyssi
nez prvini mocninu. Tedy f je bezétvercovy, pokud v jeho rozkladu jsou vsechny exponenty k1 = --- =k, = 1.

Definice 20 (Bezétvercovy polynom). Polynom f se nazyjvd bezétvercovy, pokud neexistuje nekonstantni polynom
g takovy, ze g* | f.

Definice 21 (Bezétvercovy rozklad). Bezétvercovym rozkladem polynomu f rozumime po dvou nesoudélné bezétvercové

polynomy hy, ..., hy spliugici

Tedy h; obsahuje prdvé ty ireducibilng cinitele, které se v f vyskytugi v i-té mocniné.

Piiklad 3. Bezétvercovgm rozkladem polynomu
f=ab4a"—aS—ab —2t -+t =0242) (-1 (z+1)3

v Z[x] jsou polynomy hy = 2% +x,hg = — 1,hg = x + 1.

Lemma 15.1. Bud f polynom z F,[x],q = p", takovy, Ze f' = 0. Pak f = gP pro néjaky polynom g € F,[x].

Proof. Pokud f’ = 0, pak vSechny nenulové ¢leny v f musf mit exponent délitelny p, tj. mizeme psét f = > a; 2.

Definujme g = > bz’ pro b; takovd, ze bY = a; (mizeme volit b; = afn , protoze bY = afﬂ = a;). Dostaneme
tedy g? = > 0Pz’ = f. O
Pozndmka. Polynom g budeme znacit ¢/f.
Véta 15.2. Bud R gaussovsky obor charakteristiky 0 nebo R = Fy, a bud f primitivnd polynom z RJzx].
(1) f je bezctvercovy prdvé tehdy, kdyz ged(f, f') = 1.
(2) Bud f = Hle ht bezétvercovyj rozklad. Pak
(a) pokud char(R) = 0, pak ged(f, f') = Hle hit;
(b) pokud R =TFy,q = p", pak ged(f, f') = T, hi - [ byt
Proof. Nejprve dokdzeme bod (1).

“«” Predpokladejme, Ze f nenf bezétvercovy. Pak f = g%-h pro néjaké netrivilni g, h a po zderivovani dostdvame
' =2gg’'h + g?h’. Tedy g je spolecny délitel f i f’, spor.

“=” Bud f = [[[~, g; ireducibiln{ rozklad. Pak

ff=g1-92-  9m+91-05- 93 Gm+ -+ 91 Gm-1"Grn-

Predpoklddejme, ze f a f’ maji néjakého netrividlniho spoleéného délitele. Pak existuje i néjaky ireducibilnf
spolecny délitel, a ten je roven nékterému g;. Protoze g; déli f/ a pritom se vyskytuje ve vSech ¢lenech vyse
uvedeného souctu kromé i-tého, musi g; deélit i i-ty clen, tj. ¢; | 91...9i—16.gi+1 ... gm. Protoze g; { g; pro
z4dné j # i, musi g; délit g;. Jenze deg g, < degg;, a tedy g; = 0. V piipadé charakteristiky 0 to znamen4,
ze je g; konstantni, spor. V piipadé koneénych téles muze jesté nastat moznost, ze g; = gP pro néjaky
(nekonstantni) polynom g, to je ale ve sporu s ireducibilitou g;.

Nyni dokézeme bod (2). Predpokladejme tedy, ze f = Hle ht je bezétvercovy rozklad.
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(2a) Derivaci bezctvercového rozkladu f dostdvame

k k
=0y T =51 T
j=1 j=1

i#]

Vidime, ze Hle hﬁ_l je spolecnym délitelem polynomu f a f’. Dokdzeme, Ze to je nejuétsi spoleény délitel.
Predpokladejme, zZe ne, tedy ze existuje nekonstantni polynom g, ktery déli oba polynomy

k
f /
el OISR S |
Hi:l i i=1 H i#]

Opét muzeme predpokladat, ze je polynom g ireducibilni a tedy ze g | h,, pro néjaké m. Podobné jako v

bodé (1), protoze se h,, vyskytuje ve viech ¢lenech souctu Z?Zl ... kromé m-tého, musi g délit mh,,. Jenze

polynom h,, je bezétvercovy, tedy podle (1) je nesoudélny s hl, spor.

(2b) Derivace méd stejné vyjadreni jako v pFedchozim piipadé; protoze v charakteristice p vypadnou vsechny ¢leny,
kde p | j, dostdvame

k

UL EN 1 el VR DI R R |

j=1 i#£j pli plj pliyiAj

[Ini-11n"

pli pti

a vidime, ze

je spoleénym délitelem polynomu f, f’. Podobné jako v predchozim pripadé se dokdze, ze jde o nejvétsiho
spole¢ného délitele.

O

Algoritmus 23 (bezctvercova faktorizace v charakteristice 0).

vstup: f € R[x] nekonstantn{ primitivni.
vystup: bezctvercovy rozklad hq, ..., h; néjakého polynomu asociovaného s f.

1. fi=ged(f, f'),91 = f/f,5:=1

2. while degg; > 0 do
gj+1 = ged(f,95), fiv1 = fi/gjr1,hy = g5/ 9541
ji= 41

3. return hl; ey hj—l

Tvrzeni 15.3. Algoritmus 23 funguje.
Proof. Mé&jme na vstupu polynom f = Hle ht. Staci formalné ovérit induket, ze f; || [Lisjs1 hﬁ_j ag; | [lis; i

Z toho plyne, ze skutecné h; || g;/g;+1, a také ze se algoritmus zastavi pro j = k+1. Pro j = 1 obé tvrzeni plynou
z véty 15.2. V indukénim kroku pak

gi41 | ged(f5, 95) = ged( [ A7 T re) = T he
i>j+1 i>j i>j+1

B o i
a tudiz fj41 = fj/9j+1 | Hi2j+1 h? ]/HiZjJrl hi = Hi2j+2 h; 7 0

Diikaz spravnosti nasledujictho algoritmu je analogicky jako pro Algoritmus 23.
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Algoritmus 24 (bezétvercovd faktorizace nad koneénymi télesy).

vstup: f € F,[z] nekonstantni.
vystup: bezctvercovy rozklad hq, ..., hi néjakého polynomu asociovaného s f.

0. if f/ =0 goto 3.
1. fl = ng(fvfl)vgl = f/fla.] =1
2. while degg; > 0 do
gj+1 = ged(f,95), fi+1 = fi/9541, by := gj/9j+1

ji=7+1
f=1
3. if deg f = 0 then return hq,..., hj_;
else spocti bezétvercovou faktorizaci hy, hap, . . ., hyp polynomu {/f, return hy, ho, ..., Pmax(i—1,1p)

Faktorizace polynomti nad konecnym télesem.

Nejjednodussim faktoriza¢nim algoritmem v Fy[z] je Berlekampiv algoritmus. Jeho slozitost vzhledem ke stupni
daného polynomu je kubickd, nevyhodou jeho zdkladni verze je exponencidln{ slozitost vzhledem k ¢(g). Vstupem
je monicky bezétvercovy polynom.

Principem Berlekampova algoritmu je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 16.1. Bud f monicky bezétvercovy polynom z F,[z] a uvazujme nekonstantni polynom h € F,[z] splriwjict
ht=h (mod f).

Pak
f= H ged(f,h —a).

a€l,

Proof. Polynomy h — a jsou po dvou nesoudélné (protoze ged(h — a1, h — as) = ged(h — a1, a1 — az) = 1), tedy po
dvou nesoudélné jsou i polynomy ged(f,h — a). Protoze kazdy z nich déli polynom f, tak i Haqu ged(f,h — a)

deli f. Zbyvd dokézat opak. Bud f = ¢1ga...¢m rozklad f na ireducibilni ¢initele. Z predpokladu plyne,
ze f | h? — h, a tedy podle tvrzeni 1.3 dosazenim polynomu h za proménnou = dostaneme f | Haqu (h — a).
Protoze jsou g; ireducibilni a A — a po dvou nesoudélné, pro kazdé ¢ existuje pravé jeden prvek a € F, takovy,
7e g; | h — a, a tedy také g; | ged(f,h — a). Diky bezctvercovosti jsou polynomy g; po dvou nesoudélné, takze
f=91- - gm| Haqu ged(f, h — a). Zjistili jsme, Ze polynomy f a Haqu ged(f, h — a) se navzdjem déli. Protoze
jsou oba monické, jsou stejné. O

Tvrzeni poskytuje netrividlni rozklad polynomu f, kdykoliv do néj dosadime (nekonstantni) polynom h stupné
mensiho nez deg f. Otdzka je, kde takovy h vzit. Ozna¢me

W ={h €Fylz] : degh < deg f,h? =h (mod f)}.
Dalsi tvrzeni vypovida o struktufe této mnoziny.
Tvrzeni 16.2. Nechi f je bezétvercovy polynom z Fy[z] s ireducibilnim rozkladem f = g1gs...gm. Pak

(1) pro kazdy polynom h € W a kaZdé i je
h mod g; € Fy,

(2) mnozina W tvori vektorovy prostor nad F, dimenze m a zobrazeni
o: W = (F)™, h— (hmodgi,...,~hmod gm)
je izomorfismus vektorovych prostori.
Proof. Dokézeme oba body.

(1) V dukazu predchoziho tvrzeni jsme vidéli, ze pro kazdy nekonstantn{ polynom h € W a kazdé i existuje prvek
a € F, takovy, ze g; | h — a. Cili h mod g; = a € F;. Pro konstantni polynomy je tvrzeni trividlni.

(2) Uvedené zobrazeni ziejmé zachovavd scitani a skaldrn{ ndsobeni. Pokud ovéfime, Ze jde o bijekci, W bude
vektorovym prostorem nad F, a ¢ izomorfismus. Zvolme libovolny vektor (ai,...,am) € Fy" a uvazujme
soustavu kongruenci h = a; (mod g;),i = 1,...,m. Protoze jsou g; po dvou nesoudélné (z bezétvercovosti),
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zobecnénd ¢inska véta o zbytcich 6.3 zarucuje pravé jedno feSseni A modulo g;...g, = f stupné < deg f.
Ptitom podle tvrzeni 1.2
hM=al=a;=h (modg),

P =

a tedy diky nesoudélnosti plati h? = h modulo ¢; ... ¢ = f. Zobrazeni ¢ je tedy bijekce, jedinym vzorem

vektoru (ai,...,am,) je uvedeny polynom h.
O
Hledani prvka W.
Zbyva vytesit otdzku, jak néjaké netrividlni prvky W nalézt. Ozna¢me n = deg f. Uvazujme polynom
h=ag+az+ - +ap_12" e F,[x].
Zajimé nés, kdy h? = h (mod f), neboli kdy h? mod f = h. Z tvrzeni 1.1 a 1.2 vidime, Ze
n—1 q n—1 n—1 n—1
hi = (Z aixz> = Z(aixz)q = Z alz'l = Z a;z".
i=0 i=0 i=0 i=0
Oznag¢ime-li ¢; ; koeficienty polynomu 79 mod f, tj.
1=2"mod f=qoo+qi107+ + gn1,02"""
z?mod f =qo1+ @z 4+ + g2
x(n—l)q mod f = qo,n—1 + d1,n—1T +---+ anl,nflmlrl_l?
pak
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 [n—1
h?mod f = Zajx” mod f = Zaj(x” mod f) = (a]— Zqi’jxl> = Z Z gija; | «*.
j=0 j=0 7=0 1= 1=0 7=0
Oznaéime-li koeficienty h? mod f = by + b1z + ... b,_12" !, pak lze odvozeny vztah zapsat maticové jako
bo aop 90,0 g1 -+ Qon-1
b1 ax q1,0 g1 -+ Qin-1
brn—1 Ap—1 n—1,0 9n-11 --- Gn—1,n-1
Rovnost h? mod f = h tedy nastane pravé tehdy, kdyz
Q : (a/()a .. 7an71)T = (a07 ... )anfl)T7
tedy pravé tehdy, kdyz
(Q—E) . (ao,...,an,l)T = (0,0,...,0)T
(zde E znadi jednotkovou matici). Odvodili jsme ndsledujici tvrzeni.
Tvrzeni 16.3. Bud Q matice n x n jejiz sloupce tvoii koeficienty polynomi
1, z9mod f, 9 mod f, ..., 2™ D9 mod f.
Pak polynom h = ag + a1x + -+ + an_12" 1 lezi ve W prdve tehdy, kdy? (ag,...,an_1) je Tesenim homogenni

soustavy rovnic s matici QQ — E.

Podle Twvrzeni 16.2 je dimenze prostoru W rovnd poc¢tu ireducibilnich faktori polynomu f, a to je rovno dimenzi
prostoru feseni uvedené soustavy, tj. hodnoté n — h(Q — E), kde h znaé¢i hodnost matice. Vsimnéte si, ze prvn{
sloupec matice @Q—FE je nulovy, takze vektory (a, 0,0, ...,0) jsou vzdy feSenim; tyto vektory odpovidaji konstantnim
polynomum ve W, které nas nezajimaji, protoze neposkytuji netrivialni rozklad.
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Berlekampuv algoritmus.
Kostra Berlekampova algoritmu je nasledujici:

1. Gaussovou eliminaci vyfe$ime soustavu rovnic s matici @ — E. Je-li dimenze prostoru feseni 1, polynom f je
ireducibilni. V opa¢ném piipadé vezmeme libovolné fesen{ dané soustavy ruzné od (a,0,0,...,0) a oznac¢ime
ptislusny polynom h.

2. Ze vzorce z tvrzeni 16.1 ziskdme netrividlni rozklad f = g192 ... ;-

3. Pokud je I rovno dimenzi prostoru feseni, jsme hotovi. V opa¢ném ptipadé pokra¢ujeme rekurzivné pro kazdy
pOlynom 91,92,---,91-

Algoritmus 25 (Berlekampuv).

vstup: f € F,[z] bezétvercovy monicky polynom stupné n.
vystup: ireducibilni rozklad g1, ..., gm polynomu f v F,[z].

1. Q := matice se sloupci z° mod f, 27 mod f,...,z(™ V% mod f
2. spocti bézi hy = 1, hs, ..., hy, prostoru Feseni soustavy rovnic (Q — E)h =0
3. i:=2,F:={f}

4. while [F| <m do
nahrad kazdé g € F' netrividlnimi faktory z rozkladu

9= ][ gcd(g, hi - a)
a€lfFy

1:=1+1
5. return I

Tvrzeni 16.4. Algoritmus 25 funguje.

Proof. K dukazu spravnosti zbyvéa ukazat, ze kazdé dva ruzné ireducibilni faktory polynomu f budou oddéleny
pomoci néjakého polynomu hy, tedy ze pro kazdé ¢, j existuje k a ruzné prvky a,b € F, takové, ze g; | ged(f, hiy—a) a
g;j | ged(f, hy—b). Protoze g;, g; | f, stacihledat k, a, b takovd, ze g; | hy—a a g; | hy—Db, tj. takovd, ze hy mod g; = a
a hy mod g; = b. Jesté jinymi slovy, pro kazdé ¢, j hledame k takové, ze hy, mod g; # hy mod g;. Existence takového
k plyne snadno z Twrzent 16.2: vektory o(hi),...,¢(hm) tvoil bazi prostoru (Fy)™, neni tedy mozné, aby mély
vSechny stejnou i-tou a j-tou slozku — pfipomenme, ze ¢(h) = (...,hmod g;, ..., hmod gj,...). O

Tvrzeni 16.5. Casovd sloZitost algoritmu 25 v télese T, je O(n3ql(q)?).

Proof. Nejprve spocteme mocninu 2¢ mod f bindrnfm algoritmem se slozitost{ O(n?((q)?). V kroku 1. pii vypoctu
matice () vyuzijeme vztahu
2 mod f = ("4 mod f) - 27 mod f,

takze potfebujeme n déleni se zbytkem v Fy[z], pficemz délime x?-ndsobek pfedchoziho polynomu (stupné < 2n)
polynomem f stupné n. Krok 1. tedy mé slozitost O(n3£(¢)?). Casova slozitost Gaussovy eliminace matice Q — E
velikosti n x n nad télesem F, je O(n®((q)?). Cyklus v kroku 4. projdeme nejvyse m-krét, m < n. Pii daném
pruchodu pro kazdy prvek g € F' pocitdme ged(g, h; — a) pro kazdé a € Fy, tedy celkem ¢ vypocétu NSD s kazdym
g. Celkova slozitost kroku 4. tedy bude

m-q- Z O(ndeggt(q)?) = O | n*ql(q)? Z degg = O(n’ql(q)?).

geF geF
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Faktorizace v Z[x] a Henselovo zdvihani.

Celkovy postup faktorizace v Z[x] 1ze shrnout nésledujicim schématem:

bezétvercovy polynom ze Z[x]
1 Berlekampiv algoritmus
ireducibilni rozklad v Z[z]
J Henselovo zdvihdni
ireducibilni rozklad v Z,, [z]
4 kombinace faktoru

ireducibiln{ rozklad v Z[z]

Henselovo zdvihani vyuziva jeden pomocny algoritmus, ktery ¢astecné zobeciiuje Bézoutovu rovnost.

Tvrzeni 17.1. Bud T téleso, f,g,h nenulové polynomy z T[z] a predpoklddejme, Ze g,h jsou nesoudélné a
deg f < deg g + degh. Pak existuje prdavé jedna dvojice polynomi u,v € T[x] spliiugici

f=u-g+v-h
a zdroven degu < degh,degv < degg.
Proof. Nejprve dokazeme jednoznacnost. Je-li
f=u1g+vih = usg + vah,
pak g(uy — uz) = h(vy — v1), a protoze g déli levou stranu rovnosti, mus{ délit také pravou stranu. Protoze jsou
g, h nesoudélné, musi g délit vo — v1. Ovsem deg(ves — v1) < degyg, a tedy va —v; =01 u; —uz =0.
Nyni dokdzeme existenci. Protoze jsou g,h nesoudélné, Bézoutova rovnost davad wug,vy € T[x] spliujici 1 =
upg + voh. Pak samoziejmé f = ugfg + vo fh, ovsem nejspis nebude splnéna podminka na stupné. Polozme
u=upf modh a v=uvof+g- (uofdivh).

Ovérime, ze f = ug + vh. Protoze ugf = (ugfdivh)h + uof mod h, dostdvame

ug + vh = (ugf mod h)g + vofh + g(ug f div h)h
= (uof mod h)g + vo fh + uofg — (uof mod h)g = uofg +vofh = f.

Ptitom ziejmé degu < degh a druha nerovnost, totiz degv < degg, plyne z toho, ze v rovnosti f — ug = vh jsou
oba polynomy na levé strané stupné < deg g + deg h. O

Poznamka. Twvrzeni 17.1. plati i pro f = 0.

Na zékladé dukazu muzeme zformulovat jednoduchy algoritmus, ktery uvedené polynomy wu, v najde:

Algoritmus 26 .

vstup: f,g,h spliujici podminky Tvrzeni 17.1
vystup: u, v spliujici podminky Tvrzeni 17.1

1. spocti ug, vg splinujici 1 = ugg + voh

2. return v = ugf mod h, v =1vof + g - (uof divh)

wevs

stejnd, jako vypocet NSD v télese T. Specidlné, pro koneéné téleso F, dostdvame ¢asovou slozitost
O((deg g + deg h)%¢(q)?).

Tvrzeni 17.2. Bud T téleso, f, g1, ..., gm nenulové polynomy z T[z] a predpoklddejme, Ze g1, ..., gm jsou po dvou
nesoudélné a deg f < deggys + --- + deg gm,. Oznacme g; = Hj# gj. Pak ezistuje prdvé jedna m-tice polynomai
Uty ..., Um € Tx] spliugict

f:Ul '§1+"'+u7n'§m

a zdroven degu; < degg; pro vSechna i.

19



Proof. Dokazeme jednoznacnost a existenci.

Jednoznacnost se dokéze analogicky jako v pfedchozim tvrzeni. To vyuzijeme i k dikazu existence.

Ozna¢me gf = gi - git+1 - - - gm (rozumi se g%, = 1) a polozme dy = f. Pro kazdé i = 1,..., m zvolme pomoci tvrzeni
17.1 prvky d;, u; spliujici

di—1 = digi + uigf, deg d; < degg;‘, degui < deggi.

Vsimnéte si, ze degd;—1 < degg; + degg;, a tedy Tvrzeni 17.1 skuteéné muzeme pouzit. Je tfeba ovéfit, ze

m
f= Z Ui G-
i=1
Prepisme
uiGi = uig; *g1---gi—1 = (di-1 — digi) g1 ... gi—1-
Oznacime-li e; = d; - g1 ... g; (rozumfi se ey = dp), méme u;§; = e;—1 — €;, a tedy

Zuigi:(60*61)+(61*62)+"'+(€m—1*€m):€0*€m:d0*0:f-
i=1

Vyuzivame toho, ze degd,, < degg;, =0, a tedy d,, = e, =0. O

Algoritmus 27 .
vstup: f,g1,---,gm splnujici podminky Tvrzeni 17.2
vystup: uy,...,u,, spliujici podminky Tvrzeni 17.2
1. poloz d:= f, g* :=[] g
2. fori=1,...,m do

9" =9g"/gi _ _
spocti d, u; spliiujici d = dg; + u;g* a degd < degg*, degu; < degg;
d:=d

3. return uy, ..., Uy,

V kroku 2. se k vypoétu d,u; pouzije Algoritmus 26. Proto ¢asova slozZitost je asymptoticky stejnd, jako m-krat
opakovany Algoritmus 26.

Zformulujeme a dokazeme klicovou vétu o zdvihédni. Jeji dukaz bude opét konstruktivni a na jeho zdkladé zformu-
lujeme Henseluv algoritmus.

Véta 17.3. (Henselovo lemma). Bud f primitivnd polynom v Z[z], p prvoéislo, které nedeli 1c(f), a necht

91,5 Gm € Zp[z] jsou po dvou nesoudélné polynomy spliiujict
=g gm (mod p),
pricemz le(gr) = le(f) mod p a le(ga) = -+ = le(gm) = 1. Pak pro viechna k pfirozend existuji ggk), . ,gﬁ,lf) €
L [x] spliiugici
=g g% (mod pb),
pridemz lc(ggc)) = le(f) mod p* a lc(gék)) =...= lc(ggf)) =1 a pro viechna i plati

9" =g; (mod p).

Proof. Dukaz provedeme indukci podle k. Pro k = 1 volime ggl) = g;.

Ptedpokladejme tedy, ze mame ggk), e ,g,(,]f) splnujici podminky véty, zkonstruujeme g§k+1), e ,g,(,]f+1). Nejprve
predefinujeme g%k) tak, ze nahradime jeho vedouci koeficient za lc(f) mod p**'. Bud d € Z,[z] polynom stupné
< deg f takovy, ze

f—g . g =pkd  (mod p**).

(Takovy polynom existuje, protoze deg gik) e g,(,]f ) = deg f a vedouci koeficienty obou polynomi jsou modulo p*+!

stejné.) Polozme

k+1

k+1 k
g = (6™ + pPuy) mod pF Y,

kde u; jsou polynomy ze Zj[x] spliujici

d= Z uigfk) (mod p), degu; < deg gl(k).
i=1
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Existence takovych u; plyne z tvrzeni 17.2, opét znacime g( ) = =11, i g]( ) Ovérime, ze takto definovand g( +1)

spliuji podminky véty, tj. ze
k+1 k+1
(1) f= g% T gk (mod p*t1);

(2) g§k+1) = g; (mod p) pro vSechna i;

(3) plati podminky na vedouci ¢leny polynomu ggkﬂ), - ,g}ffﬂ).
Plat{
k+1 _ (K
g gt = (01 ) (o) 4 PR )

m

= ggk) gk (Z ui@(k)> + (p*)? - (zbytek)
=1

=g g+t (Z ui§§k)> (mod p**1).
=1

Protoze g% ) gqu) = f — p*d (mod p**'), dostévame
k o k
1 -
gt gD = paph <Zui9§ ) —d> (mod p"*).
i=1

Vzpomeneme si, Ze jsme volili polynomy u; tak, aby Z ulgl Z u;g; = d (mod p), dostaneme tak (1).
i=1 =1
K dukazu (2) stac¢i pouzit indukéni predpoklad: protoze g( ) = g; (mod p), tak

K2

k k k
gt = g 4 phy; = g™ =g (mod p).

(k+1) g k), protoze degu; < deg g; = deg g(k).

[ [

O

Vedouci koeficienty polynomi g; zustanou stejné jako u (prepsanych)

Na zékladé dukazu muzeme ihned zformulovat algoritmus, ktery provad{ Henselovo zdvihani (na rozdil od postupu
predvedeného v piikladé pomérné rychle).

Algoritmus 28 (Henselovo zdvihani).

vstup: f,91,...,9m jako ve Vété 17.3, K,p

vystup: ggK), e ,gr(nK) jako ve Vete 17.3

1. pro v8echna i spocti g; := H#i g; mod p
2. fork=1,..., K—-1do
nahrad vedouci ¢len g1 za lc(f) mod p

:(ffgl ..... gm)/p modp
SPOCti U1, ..., Uy, spliujici d = 1" u;g; (mod p) a degu; < degg;
gi = (gi er Uz) mod p**t, pro vsechna i
3. return g1,...,9m

k+1

Tvrzeni 17.4. Casovd sloZitost algoritmu 28 je O(Kmn2{(p)?), kde n = deg f.

Proof. V kazdém kroku cyklu provadime nékolik ndsobeni, déleni, s¢itani a piedevsim algoritmus 27 v télese Z,,.
Neni tézké nahlédnout, ze pravé tento pomocny algoritmus méa rozhodujici slozitost. O

Tvrzeni 14.6. (Landau-Mignottova mez). Bud f = 3" a;x° a h = Zf:o c;x' dva polynomy ze Z[x] takové, Ze
h|f. Pak

C

k
>l <2
i=0 An

Protoze vedouci ¢len NSD déli vedouci ¢leny obou danych polynomu, dostavame nésledujici dusledek.

Diisledek 14.7. Bud f =Y ja;z’ a g =Y bz’ dva polynomy ze Z[x]. Pak

Zaz’|b Zb2

me(ged(f, g))| < 2™ - | ged(an, by )| - min |a |
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Oznac¢ime-li tedy

pak vSechny koeficienty jakéhokoliv délitele polynomu f v Z[z] jsou v absolutni hodnoté mensi nez LM(f). Zvolime-
li tedy k tak, aby p* > 2 - LM(f), mame ¢4stecné vyhrano.

Budeme postupné zkouset rizné kombinace nalezenych faktort, od mensich k vétsim. Situaci komplikuje vedouci
¢len: s nfm se vypoirddame tak, ze kandidata na délitele pfendsobime vedoucim koeficientem polynomu f mod p*
a z vysledku vezmeme primitivni ¢dst (v Z[z]). Aby to celé fungovalo, musime k volit tak, aby

"> 2-LM(f) - [le(f)]-

Nejjednodussim zpusobem je prosté zkouseni kazdého faktoru s kazdym, nazyva se Zassenhausova metoda.

Algoritmus 29 (kombinace faktort, podle Zassenhause).

vstup: f € Z[z], p* > 2 [lc(f)| - LM(f), g1, - - » gm Vystup z Algoritmu 28
vystup: ireducibilni rozklad hyq, ..., h; polynomu f v Z[z]

1. C:={2,...,m},1:=0,t:=0,
2. while |C| > ¢ do

t:=t+1

for each iq,...,i; € C ruzna do
g:=1c(f) - giy -+~ gi, mod p*
9 :=pp(9)

if g fthenl:=I+1,hy:=g, f:=L C:=C\{ir,....i}
3. return hy,... hy, f

Zde C' je mnozina indexu dosud nepouzitych faktoru, ¢ urcéuje, kolik faktoru zkousime kombinovat dohromady, a [
je ¢ita¢ vystupu. Cyklus probihd pro ¢ od jedné dokud v mnoziné C zbyva alespon ¢ nepouzitych indexi.

Nyni mtzeme zformulovat cely algoritmus na faktorizaci v Z[z]. V moduldrnich algoritmech reprezentujeme éisla

modulo n v intervalu [-5 4+ 1,..., [ &]].

Algoritmus 30 (Berlekamp-Henseluv).

vstup: f € Z[z] primitivni
vystup: ireducibilni rozklad g1, ..., g, polynomu f v Z[z]
1. Algoritmus 28: hy, ..., hy := bezétvercovy rozklad polynomu f
2. fori=1,...,udo
zvol nejmensi prvoéislo p takové, ze p { lc(h;) a h; mod p je bezétvercovy v Z,[x]
najdi nejmensi k takové, ze p* > 2 - |le(h;)| - LM(h;)
Algoritmus 25: gi1,-. -, Gim, := ireducibilni rozklad h; mod p v Z,[z]

takovy, ze lc(gi1) = le(h;) mod p ale(gie) = -+ = lc(gim,) =1
Algoritmus 28: Gi1, - - -, Gim, := ireducibilni rozklad h; mod p* v Ly ]
takOVY, ze lc(gll) = lc(hz) mod pk a lc(gﬂ) == lc(ginu) =1
Algoritmus 29: g1, ..., ga, := ireducibilni rozklad h; v Z[z]
3. return gii, ..., Guys Go1s -5 Gaty0 -0 Gutts -5 G,
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