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1 Gröbnerovy báze.

Tato část se zabývá nástroji pro (algoritmické) řešeńı problémů s ideály v okruhu polynomů v́ıce proměnných
T [x1, . . . , xn], kde T je těleso.
Definujme si nejprve základńı pojmy, se kterými budeme pracovat.

Definice 1 (Ideál). Nechť R je komutativńı okruh. Podmnožina I ⊆ R se nazývá ideál, pokud:

� 0 ∈ I,

� pro všechna a, b ∈ I plat́ı a+ b ∈ I (uzavřenost na sč́ıtáńı),

� pro všechna a ∈ I a r ∈ R plat́ı r · a ∈ I (uzavřenost na násobeńı prvkem okruhu).

V kontextu poč́ıtačové algebry nás zaj́ımaj́ı ideály generované konečnou množinou polynomů. Dı́ky Hilbertově
větě o bázi v́ıme, že v T [x1, . . . , xn] je každý ideál konečně generovaný.

Definice 2 (Báze ideálu). Nechť f1, . . . , fk ∈ R. Množina všech R-lineárńıch kombinaćı těchto prvk̊u, tj.

I = ⟨f1, . . . , fk⟩ =

{
k∑

i=1

rifi | r1, . . . , rk ∈ R

}
,

tvoř́ı ideál v R. Prvky f1, . . . , fk nazýváme báźı ideálu I.

Algoritmické problémy a motivace.

V poč́ıtačové algebře řeš́ıme s polynomy dva fundamentálńı problémy.

1. Problém náležeńı do ideálu

� VSTUP: g, f1, . . . , fm ∈ T [x1, . . . , xn]

� VÝSTUP:

– ANO: pokud g ∈ ⟨f1, . . . , fm⟩, tj. existuj́ı r1, . . . , rm ∈ T [x1, . . . , xn] tak, že g =
∑m

i=1 rifi.

– NE: jinak.

Aplikace: Automatické dokazováńı geometrických vět, verifikace systémů. Problém je obecně EXPSPACE-kompletńı
(pro polynomy s ”ošklivými” stupni), ale s Gröbnerovými bázemi často řešitelný.

2. Řešeńı soustav polynomiálńıch rovnic

� VSTUP: f1, . . . , fm ∈ T [x1, . . . , xn]

� VÝSTUP: Popis množiny V (f1, . . . , fm) = {(a1, . . . , an) ∈ T
n | ∀i : fi(a1, . . . , an) = 0}.

� Existuje řešeńı?

– ANO: ∃a ∈ T
n
(kde T je algebraický uzávěr T ).

– NE: Soustava nemá řešeńı. Dle Hilbertovy věty o nulách nastává právě tehdy, když 1 ∈ ⟨f1, . . . , fm⟩.

Souvislosti:

� SAT: Problém splnitelnosti booleovských formuĺı je speciálńım př́ıpadem soustav nad T = Z2 (polynomy
tvaru x2

i − xi = 0 a logické vztahy). Je NP-těžký.

� MQ kryptografie: Multivariate Quadratic equations – bezpečnost schémat je založena na obt́ıžnosti řešeńı
soustav kvadratických rovnic nad konečným tělesem.
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Daľśı operace s ideály.

Pr̊unik ideál̊u:
� VSTUP: f1, . . . , fm, g1, . . . , gk ∈ T [x1, . . . , xn]

� VÝSTUP: h1, . . . , hl ∈ T [x1, . . . , xn]

� Vztah:

⟨h1, . . . , hl⟩ = ⟨f1, . . . , fm⟩ ∩ ⟨g1, . . . , gk⟩

Radikál ideálu:
� VSTUP: f1, . . . , fm ∈ T [x1, . . . , xn]

� VÝSTUP: h1, . . . , hl ∈ T [x1, . . . , xn]

� Definice:

⟨h1, . . . , hl⟩ = {g ∈ T [x1, . . . , xn] | ∃k ∈ N : gk ∈ ⟨f1, . . . , fm⟩}

Př́ıklad 1 (Motivace pro faktorokruhy: Diffie-Hellman). Práce s polynomy generuje obrovské stupně. Uvažujme
výměnu kĺıč̊u v R = T [x] s prvkem g, deg g ≥ 1.

� Alice voĺı a ∈ N, pośılá ga. (Stupeň je a · deg g)

� Bob voĺı b ∈ N, pośılá gb.

� Společné tajemstv́ı: gab.

Problém: Stupně rostou lineárně s exponentem, což je neefektivńı.
Řešeńı: Poč́ıtáme modulo polynom f . Pracujeme ve faktorokruhu

R = Fp[x]/⟨f⟩ = {h ∈ Fp[x] | deg h < deg f}.

Zde se velikost prvk̊u drž́ı pod deg f .

Redukce a konvergentńı systémy.

eorie Gröbnerových báźı stoj́ı na teorii přepisovaćıch systémů (redukćı).

Definice 3 (Abstraktńı redukčńı systém). Γ = (X,→) je orientovaný graf, kde X je množina prvk̊u (polynom̊u)
a relace → ⊆ X ×X je redukce (jeden krok algoritmu děleńı).

Relace ’→’ budeme značit následovně:

� x
n−→ y, n ∈ N0: ∃x0, x1, . . . , xn ∈ X tak, že x = x0 → x1 → x2 · · · → xn = y.

� x
∗−→ y: ∃n ∈ N0 : x

n−→ y (reflexivńı a tranzitivńı uzávěr – existuje cesta z x do y).

� x↔ y: x→ y nebo y → x (symetrizace).

� x
n←→ y: existuje posloupnost x0, . . . , xn spojená hranami v libovolném směru – existuje neorientovaná cesta.

Definice 4. Graf (X,→) nazveme

� terminuj́ıćı, pokud neexistuje nekonečná posloupnost x0 → x1 → x2 → . . . (každý výpočet skonč́ı).

� normálńı Pokud pro každá x
∗←→ y existuje z splňuj́ıćı x

∗−→ z
∗←− y.

� konvergentńı, pokud je terminuj́ıćı a normálńı.

Pro konvergentńı grafy existuje očividný algoritmus rozhoduj́ıćı, zda mezi danými vrcholy existuje cesta.

Algoritmus 33. Test ekvivalence v konvergentńım systému

VSTUP: x, y ∈ X, systém (Γ,→) je konvergentńı.

VÝSTUP: ANO pokud x
∗←→ y, NE jinak.

1. přepisuj libovolně x = x0 → x1 → x2 → . . .→ t, kde t je terminál
2. přepisuj libovolně y = y0 → y1 → y2 → . . .→ s, kde s je terminál
3. pokud s = t, odpověz ANO, jinak NE

Plat́ı x
∗←→ y ⇐⇒ s = t, kde s, t jsou terminály. Pokud s ̸= t, pak nejsou ekvivalentńı.
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Definice 5. Orientovaný graf (X,→) nazveme

� konfluentńı, pokud pro každá x
∗←− u

∗−→ y existuje prvek z takový, že x
∗−→ z

∗←− y;

� lokálně konfluentńı, pokud pro každá x← u→ y existuje prvek z takový, že x
∗−→ z

∗←− y.

Konfluence a lokálńı konfluence v obecnosti ekvivalentńı nejsou: např. graf

• • • •

je lokálně konfluentńı, avšak nikoliv konfluentńı. Za předpokladu terminovanosti však tyto pojmy splývaj́ı také.

Tvrzeńı 20 (Fundovaná indukce). Buď (X,→) terminuj́ıćı graf a V nějaká vlastnost. Nechť

(1) terminály maj́ı vlastnost V ,

(2) pro každé x ∈ X plat́ı: maj́ı-li všechny prvky množiny {y : x→ y} vlastnost V , pak má i x vlastnost V .

Pak má každý prvek x ∈ X vlastnost V .

Proof. Pro spor předpokládejme, že (X,→) je terminuj́ıćı a že jsou podmı́nky (1), (2) splněny, ale tvrzeńı ne-
plat́ı. Tedy existuje množina prvk̊u, které nemaj́ı vlastnost V . Označme tuto množinu S = {x ∈ X | ¬V (x)}.
Předpokládáme, že S ̸= ∅.
Zvolme libovolný prvek x0 ∈ S. Podle podmı́nky (2) plat́ı: Pokud by všichni následńıci x0 měli vlastnost V , pak
by ji musel mı́t i x0. Jelikož x0 nemá vlastnost V (protože x0 ∈ S), muśı existovat alespoň jeden jeho následńık
x1 (tj. x0 → x1), který také nemá vlastnost V . Tedy x1 ∈ S.
Stejnou úvahu můžeme aplikovat na x1. Protože x1 ∈ S, muśı existovat x2 takové, že x1 → x2 a x2 ∈ S.
T́ımto zp̊usobem můžeme konstruovat nekonečnou posloupnost prvk̊u x0 → x1 → x2 → . . . , kde pro všechna i plat́ı
xi ∈ S. Existence takové nekonečné posloupnosti je však ve sporu s předpokladem, že graf (X,→) je terminuj́ıćı.
Množina S je tedy prázdná, což znamená, že každý prvek x ∈ X má vlastnost V .

Věta 20. Nechť Γ = (X,→) je orientovaný graf.

(1) Γ je normálńı ⇐⇒ je konfluentńı.

(2) Pokud Γ je terminuj́ıćı, pak je konfluentńı ⇐⇒ je lokálně konfluentńı.

Proof. Obě implikace “ =⇒ ” jsou triviálńı. Dokážeme ještě opačné.

“⇐” (1) Důkaz provedeme indukćı podle délky cesty mezi x, y. Předpokládejme tedy x
n←→ y. Pro n = 1 máme

buď x→ y, nebo y → x, takže neńı co dokazovat. V indukčńım kroku rozepǐsme x
n←→ y jako x

n−1←−→ z ↔ y.
Z indukčńıho předpokladu existuje u splňuj́ıćı x

∗−→ u
∗←− z. Rozebereme oba př́ıpady y → z a z → y. V

prvńım př́ıpadě máme
x

u

z

y

∗

∗

takže x
∗−→ u

∗←− y a jsme hotovi. V druhém př́ıpadě využijeme konfluenci v bodě z a źıskáme v takové, že
u

∗−→ v
∗←− y:

x

u

z v

y

∗

∗∗

∗

Tedy x
∗−→ v

∗←− y.

“⇐” (2) Fundovanou indukćı dokážeme konfluenci v každém bodě. Pro terminály neńı co dokazovat. Pro ostatńı

prvky u uvažujme situaci x
∗←− u

∗−→ y. Označme x1, y1 prvky splňuj́ıćı x
∗←− x1 ← u → y1

∗−→ y. Z lokálńı
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konfluence plyne existence w, pro které x1
∗−→ w

∗←− y1. Nyńı využijeme indukčńı předpoklad konfluence v
prvćıch x1 a y1: nejprve dostaneme v takové, že x

∗−→ v
∗←− w a poté z takové, že v

∗−→ z
∗←− y:

x

x1 v

u w z

y1

y

∗∗

∗ ∗∗

∗

∗
∗

Tedy x
∗−→ z

∗←− y.

Uspořádáńı termů a polynomů.

Definice 6 (Term). Termem v proměnných x1, . . . , xk rozumı́me výraz

xu1
1 · · · · · x

uk

k ,

kde u1, . . . , uk ≥ 0, stupněm termu označ́ıme součet
∑

ui. Množinu všech term̊u budeme značit [x1, . . . , xk].

Definice 7 (Př́ıpustné uspořádáńı). Uspořádáńı ≤ na množině term̊u nazveme př́ıpustné, pokud

� ≤ je lineárńı,

� > je terminuj́ıćı,

� 1 ≤ t pro všechna t, a

� jestlǐze s ≤ t, pak rs ≤ rt pro všechna r.

Nejčastěji se použ́ıvaj́ı následuj́ıćı př́ıpustná uspořádáńı:

Definice 8 (Lexikografické uspořádáńı – LEX). Položme

xu1
1 . . . xuk

k <LEX xv1
1 . . . xvk

k

právě tehdy, když pro nějaké i plat́ı u1 = v1, . . . , ui = vi a ui+1 < vi+1. O pořad́ı tedy rozhoduje exponent u x1, v
př́ıpadě rovnosti pak exponent u x2 atd. Např. x1 > x100

2 > x2x
100
3 > x2x

3
3 > x100

3 .

Definice 9 (Graduované lexikografické uspořádáńı – GLEX). Položme

s <GLEX t ⇐⇒

{
deg s < deg t

deg s = deg t a s <LEX t
.

O pořad́ı tedy rozhoduje nejprve stupeň, a až při rovnosti lexikografické uspořádáńı. Např. x2x
100
3 > x100

2 > x100
3 >

x2x3 > x1.

Dále budeme použ́ıvat tyto d̊uležité pojmy. Vždy to uvedeme na př́ıkladu polynomu f = 7x4 + 3x3.

Definice 10 (lt, lc, lm). Buď < př́ıpustné uspořádáńı na termech a f polynom. Definujeme

� vedoućı term lt(f) jako nejvěťśı term v f vzhledem k uspořádáńı <, tedy lt(f) = x4,

� vedoućı koeficient lc(f) jako koeficient u vedoućıho termu, tedy lc(f) = 7,

� vedoućı monočlen lm(f) = lc(f) · lt(f), tedy lm(f) = 7x4.

Definice 11 (Ostré uspořádáńı≪). Buď < př́ıpustné uspořádáńı na termech. Definujeme ostré uspořádáńı≪ na
polynomech následuj́ıćım zp̊usobem: f ≪ g, pokud plat́ı jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

� f = 0 a g ̸= 0,

� lt(f) < lt(g),

� lt(f) = lt(g) a f − lm(f)≪ g − lm(g).
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Přepisovaćı pravidla.

Definice 12. Zvolme pevně nějaké př́ıpustné uspořádáńı na termech. Pro polynomy f, g, r budeme psát

f
r−→ g,

pokud polynom f obsahuje člen m takový, že lm(r) | m, polynom f −m neobsahuje žádný člen se stejným termem
jako m, a

g = f − m

lm(r)
· r.

Jinými slovy, pokud m̊užeme pro nějaký polynom h neobsahuj́ıćı člen se stejným termem jako m psát

f = h+m, g = h+
m

lm(r)
· (lm(r)− r).

Pro množinu polynomů R budeme psát f
R−→ g, pokud f

r−→ g pro nějaké r ∈ R.

Př́ıklad 2. Uvažujme polynom r = x2 − xy + 2 v uspořádáńı <LEX, x > y. Přepisovaćı pravidlo tedy bude zńıt
x2 r−→ xy − 2. Polynom f = 2x3y2 + xy se přeṕı̌se na polynom 2x2y3 − 4xy2 + xy, protože

f = 2x3y2 + xy = 2xy2︸︷︷︸
m

·x2 + xy︸︷︷︸
h

r−→ 2xy2︸︷︷︸
m

lm(r)

(xy − 2)︸ ︷︷ ︸
lm(r)−r

+ xy︸︷︷︸
h

= 2x2y3 − 4xy2 + xy = g.

Podmı́nka, že polynom h neobsahuje žádný člen se stejným termem jako m, je d̊uležitá kv̊uli terminovanosti.

Zformulujeme několik základńıch vlastnost́ı relace
∗−→. Většina z nich je v́ıce-méně očividných, je však d̊uležité je

mı́t na paměti.

Tvrzeńı 20.3. Buď f, g, r ∈ T [x1, . . . , xk] a < př́ıpustné uspořádáńı.

(1) Pokud f
r−→ g, pak f − g ∈ ⟨r⟩.

(2) Pokud f
r−→ g, pak f ≫ g. Tedy relace

R−→ je terminuj́ıćı pro každé R.

(3) Pokud f
r−→ g, pak mf

r−→ mg pro každý monočlen m.

(4) Pokud f
r−→ g, pak pro každý polynom h, buď

f + h
r−→ g + h,

nebo existuje polynom k takový, že
f + h

r−→ k
r←− g + h.

(5) Pokud f
r−→ g a h

s−→ k, pak f + h
r,s←→
∗

g + k.

Proof. Dokážeme jednotlivé body.

(1) plyne z vyjádřeńı f − g = m
lm(r) · r ∈ ⟨r⟩.

(2) plyne z toho, že v lm(r)≫ lm(r)− r se každé pravidlo aplikuje “úplně” a dále z toho, že ≫ je terminuj́ıćı.

(3) je zřejmá, celá situace z definice je přenásobená monočlenem m.

(4) Pokud má přepisovaný člen stejný term jako některý člen polynomu h, pak f + h → k ̸= g + h; použit́ı
stejného pravidla na tento člen v g + h pak dá toto k. V opačném př́ıpadě plat́ı f + h→ g + h.

Z f
∗−→ g obecně neplyne f + h

∗−→ g + h: při přepisovaćım pravidle x → y a h = x neplat́ı x + x → y + x,
nýbrž x+ x→ 2y. Avšak y + x→ 2y, tedy ve (4) nastane druhá varianta.

(5) Z (4) plyne, že f + h
r←→
∗

g + h
s←→
∗

g + k.

Věta 20.4. Buď R ⊆ T [x1, . . . , xk]. Pak f
R←→
∗

g ⇐⇒ f − g ∈ ⟨R⟩.

Proof. Dokážeme obě implikace

“⇒” Uvažujme ekvivalenci f ≡ g (mod ⟨R⟩) definovanou podmı́nkou f − g ∈ ⟨R⟩. Vlastnost (1) ř́ıká, že pokud

f
R−→ g, pak f ≡ g (mod ⟨R⟩). Zbytek plyne z tranzitivity a symetrie této relace.
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“⇐” Předpokládejme, že f − g =
∑

r∈R hr · r pro nějaká hr ∈ T [x1, . . . , xk]. Roznásobeńım člen̊u polynomu hr

zprava v každém součinu hr · r dostaneme vyjádřeńı f − g =
∑N

i=1 miri pro jisté monočleny mi a prvky

ri ∈ R. Protože ri
R−→ 0, plat́ı také miri

R−→ 0, a tedy aplikaćı vlastnosti (4) dostaneme

f − g =

N∑
i=1

miri = m1r1 +

N∑
i=2

miri
R←→
∗

0 +

N∑
i=2

miri

= m2r2 +

N∑
i=3

miri
R←→
∗

0 +

N∑
i=3

miri

· · · = mNrN
R−→
∗

0

Tedy f = (f − g) + g
R←→
∗

0 + g = g.

Speciálně dostáváme, že f ∈ ⟨R⟩ ⇐⇒ f
R←→
∗

0.

Definice 13 (Gröbnerova báze). Řekneme, že R ⊆ T [x1, . . . , xk] je Gröbnerova báze, pokud je relace
R−→ konver-

gentńı. Alternativně: R je Gröbnerova báze ideálu I = ⟨R⟩ ⇐⇒ ⟨lt(R)⟩ = ⟨lt(I)⟩.

Důsledek 20.5. Buď R ⊆ T [x1, . . . , xk] Gröbnerova báze. Pak f ∈ ⟨R⟩ ⇐⇒ f
R−→
∗

0.

Proof. Dokážeme obě imlikace

“⇐” Nechť f
R−→
∗

0 =⇒ f
R←→
∗

0
Věta 20.4.
=⇒ f − 0 ∈ ⟨R⟩.

“⇒” Nechť f ∈ ⟨R⟩ Věta 20.4.⇐⇒ f
R←→
∗

0 =⇒ ∃g : f
R−→
∗

g
R←−
∗

0, t.j. g = 0.

Tento d̊usledek aplikovaný na algoritmus 33 dává řešeńı problému náležeńı ideálu za předpokladu, že je na vstupu
Gröbnerova báze. Protože je nulový polynom terminálem, stač́ı redukovat pouze daný polynom f .

Algoritmus 34 (algoritmus A).

VSTUP: f ∈ T [x1, . . . , xk], R Gröbnerova báze ideálu I ⊆ T [x1, . . . , xk]
VÝSTUP: Plat́ı f ∈ I?
1. přepisuj libovolně polynom f vzhledem k dané bázi R, dokud neobdrž́ıme terminál t.
2. pokud t = 0, odpověz ANO, jinak NE
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Buchbergerovo kritérium a S-polynomy.

Definice 14 (Kritický pár). Uvažujme podmnožinu R ⊆ T [x1, . . . , xk] a nějaké př́ıpustné uspořádáńı na termech.
Řekneme, že dvojice polynom̊u (h1, h2) je kritický pár pro r1, r2 ∈ R, pokud

h1
r1←− t

r2−→ h2,

kde t = gcd(lt(r1), lt(r2)).

Definice 15 (S-polynom). S-polynom kritického páru je polynom typu

spol(r1, r2) = h1 − h2.

Př́ıklad 3. Uvažujme r1 = x2y − x+ 1 a r2 = xy2 − 1. Pak t = x2y2, tedy

xy − y
r1←− x2y2

r2−→ x,

kritickým párem je dvojice (xy − y, x) a spol(r1, r2) = xy − y − x.

Značeńı. Budeme psát x
∗←−→

≪u
y, pokud existuj́ı x1, . . . , xn−1 ≪ u takové, že x = x0 ↔ x1 ↔ x2 ↔ · · · ↔ xn = y.

Ke konvergenci terminuj́ıćıho orientovaného grafu stač́ı následuj́ıćı podmı́nka, slabš́ı než lokálńı konfluence.

Lemma 21.2. Buď (X,→) orientovaný graf a ≪ ostré uspořádáńı na X takové, že pokud x → y, pak x ≫ y.

Předpokládejme, že ≫ je terminuj́ıćı relace a že pokud x← u→ y, pak x
∗←−→

≪u
y. Pak je (X,→) konvergentńı.

Proof. Fundovanou indukćı podle uspořádáńı ≫ dokážeme, že je tento graf konfluentńı v každém bodě.
Pro terminály neńı co dokazovat.
Pro ostatńı prvky u uvažujme situaci x

∗←− u
∗−→ y a označme x1, y1 prvky splňuj́ıćı

x
∗←− x1 ← u→ y1

∗−→ y.

Z předpokladu lemmatu plyne x1
∗←−→

≪u
y1.

Dále budeme dokazovat indukćı podle n následuj́ıćı tvrzeńı:
(†) Pro každé z1, z2 ≪ u, pokud z1

n←−→
≪u

z2, pak existuje z3 takové, že z1
∗−→ z3

∗←− z2.

Pro n = 1 neńı co dokazovat.
V indukčńım kroku uvažujme w takové, že z1 ↔ w

n−1←−→ z2. Podle indukčńıho předpokladu w
∗−→ z

∗←− z2 a
z̊ustávaj́ı dvě možnosti: pokud z1 → w, pak z = z3, v opačném př́ıpadě použijeme konfluenci v bodě w ≪ u.
Aplikaćı (†) na situaci x1

∗←−→
≪u

y1 dostaneme

x

x1

u •
y1

y

∗

∗

∗

∗

a aplikaćı konfluence v bodech x1 a y1 dostaneme

x

x1 •

u • •
y1

y

∗∗

∗ ∗∗

∗

∗
∗

tedy konfluenci v bodě u.

Věta 21.1 (Buchbergovo kritérium). Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı pro každou R ⊆ T [x1, . . . , xk]:

(1) R je Gröbnerova báze.

(2) Pro každý kritický pár (h1, h2) polynom̊u r1, r2 ∈ R existuje polynom g takový, že h1
R−→
∗

g
R←−
∗

h2.

(3) Pro každé r1, r2 ∈ R plat́ı spol(r1, r2)
∗−→
R

0.
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Proof. Uvažujme nav́ıc podmı́nku

(4) Pro každý kritický pár (h1, h2) polynom̊u r1, r2 ∈ R plat́ı h1
R,∗←−→
≪t

h2.

Nyńı dokážeme jednotlivé implikace.

� (1) =⇒ (2): R je Gröbnerova báze, je tedy konfluentńı =⇒ (2).

� (1) =⇒ (3): R je Gröbnerova báze =⇒ z d̊usledku 20.5 a spol(r1, r2) ∈ ⟨R⟩ ⇒ spol(r1, r2)
R←→
∗

0⇒ (3).

� (2) =⇒ (4): Vı́me, že t≫ h1 a h1
∗−→ g =⇒ h1

∗−−−→
≪h1

g =⇒ h1
∗−−→
≪t

g. Analogicky pro h2
∗−−→
≪t

g.

Nav́ıc g ≪ h1 ≪ t =⇒ h1
∗←→
≪t

h2.

h1

t g

h2

∗r1

r2 ∗

� (3) =⇒ (4) Několikrát aplikujeme Tvrzeńı 20.3(4), které ř́ıká, že pokud f → g, pak f + h
∗←−−−→

≪f+h
g + h pro

každé h. Když to aplikujeme na předpoklad spol(r1, r2) = h1 − h2
∗−→ 0, dostáváme h1

∗←−−−−→
≪h1+h2

h2, přičemž

h1 + h2 ≪ t.

� (4) =⇒ (1) Podle lemmatu 21.2 stač́ı ukázat, že pokud g
R←− f

R−→ h, pak g
R,∗←−→
≪f

h. Uvažme dva př́ıpady:

(A) r1, r2 přepisuj́ı v f dva r̊uzné členy;

(B) r1, r2 přepisuj́ı v f stejný člen.

Zaveďme označeńı ti = lm(ri) a si = ri − lm(ri), i = 1, 2, tj. máme přepisuj́ıćı pravidla t1
r1−→ s1 a t2

r2−→ s2.

(A) Nechť f = α1t1+α2t2+u, kde u neobsahuje členy se stejnými termy jako α1t1 a α2t2, a předpokládejme
α1t1 ≫ α2t2. Pak

α1s1 + α2t2 + u
r1←− f

r2−→ α1t1 + α2s2 + u
r1−→ α1s1 + α2s2 + u,

protože v α2s2 se člen se stejným termem jako α1t1 nevyskytuje (protože α1t1 ≫ α2t2 ≫ α2s2).

α1t1 α2t2f

α1s1 α2t2g α1t1 α2s2 h

α1s1 α2s2 k

r1 r2

r1

Pokud se ani v α1s1 nevyskytuje člen se stejným termem jako α2t2, pak se přepisuje jednoduše g
r2−→ k.

Je-li tomu naopak, při aplikaci pravidla r2 na g dojde také k přepsáńı př́ıslušného členu m v α1s1. Tedy

g = (α1s1 −m) + (α2t2 +m) + u
r2−→ (α1s1 −m) + (α2s2 +m′) + u,

ovšem také
k = (α1s1 −m) +m+ α2s2 + u

r2−→ (α1s1 −m) +m′ + α2s2 + u,

takže nakonec také g
∗−→ l

∗←− h pro jistý polynom l.

α1s1 −m α2t2 +mg α1s1 −m m α2s2 k

m′α1s1 −m α2s2

r2 r2
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(B) Nechť r1, r2 přepisuj́ı v f ten samý člen βt, kde t = NSN(lt(r1), lt(r2)). Označme t = α1t1 = α2t2 a

f = βt + u. Z předpokladu (4) máme zaručeno, že pokud h1
r1←− t

r2−→ h2, pak h1
∗←→
≪t

h2. Z Tvrzeńı

20.3 plyne, že βh1
∗←−→

≪βt
βh2 a dále že βh1 + u

∗←−−−→
≪βt+u

βh2 + u, neboli g
∗←−→

≪f
h.

βtf

α1s1

α2s2

r1

r2

∗ ≪ f

Je celkem očividné, že Gröbnerova báze splňuje uvedené vlastnosti:

(2) plyne př́ımo z konfluence

(3) je d̊usledkem věty 20.4. Těžš́ı je dokázat opak.

Věta nám dává (poměrně efektivńı) algoritmus na testováńı, zda je daná báze Gröbnerova. Zat́ımco otestovat
lokálńı konfluenci znamená vyzkoušet nekonečně mnoho př́ıpad̊u g ← f → h, kritických pár̊u a př́ıslušných S-
polynomů je pro konečnou R jen konečně mnoho.
Algoritmus tedy zńı: pro každý S-polynom vyzkouš́ıme, zda se přepisu na nulu; pokud vyjde test pokaždé pozitivně,
jde o Gröbnerovu bázi.
Na stejném principu funguje i algoritmus, který Gröbnerovu bázi hledá: pokud se nějaký S-polynom na nulu
nepřeṕı̌se, př́ıslušný terminál přidáme do báze. Ideál z̊ustane stejný, avšak přibydou nové kritické páry. Bude
třeba dokázat, že takový postup někdy skonč́ı.

Algoritmus 35 (Buchberger̊uv, algoritmus B).

vstup: R ⊂ T [x1, . . . , xk] konečná
výstup: Gröbnerova báze ideálu ⟨R⟩

1. P := {{r, s} : r, s ∈ R}
2. while P ̸= ∅ do

vyber {r, s} ∈ P, P := P \ {{r, s}}
spočti spol(r, s)

R−→
∗

f, f terminál

if f ̸= 0 then R := R ∪ {f}, P := P ∪ {{r, f} : r ∈ R}
3. return R

Tvrzeńı 21.3. Buchberger̊uv algoritmus funguje.

Proof. Každý polynom f přidaný do R v kroku 2. je prvkem ideálu ⟨R⟩, protože f
R←−
∗

spol(r, s) ∈ ⟨R⟩. Pokud se

tedy algoritmus zastav́ı, výsledek bude podle Buchbergerovy věty Gröbnerova báze vstupńıho ideálu.
Zastav́ı se skutečně po konečně mnoha kroćıch? Předpokládejme, že ne, a označme R0 = R,R1, R2, . . . postupně
se zvětšuj́ıćı bázi. Definujme ideály

Ji = ⟨lt(r) : r ∈ Ri⟩.

Zřejmě J0 ⊆ J1 ⊆ J2 ⊆ . . . , takže z Hilbertovy věty o bázi plyne existence k takového, že Jk = Jk+1 = Jk+2 = . . . .
Nechť f ∈ Rk+1 \Rk je (ten jediný) polynom přidaný v k-tém kroce. Pak

lt(f) ∈ Jk+1 = Jk, čili lt(f) =
∑
r∈Rk

ar · lt(r)

pro nějaké polynomy ar. Roznásobeńım těchto polynomů dostaneme vyjádřeńı lt(f) =
N∑
i=1

mi · lt(ri), kde ri ∈ Rk

a mi jsou nějaké monočleny. Jenže lt(f) je také monočlen, takže monočleny v součtu na pravé straně se muśı až na
jeden navzájem poodč́ıtat. Tedy lt(f) = m · lt(r) pro nějaký monočlen m a r ∈ Rk. Jenže to znamená, že polynom
f lze přepsat pomoćı polynomu r ∈ Rk a to je ve sporu s t́ım, že f je terminál vzhledem k Rk.
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Poznámka. Pokud 0 ̸= r1, r2 ∈ T [x1, . . . , xk] a gcd(lt(r1), lt(r2)) = 1, pak spol(r1, r2)
r1,r2−−−→
∗

0.

Důsledek. V Algoritmu 35 krok “spočti spol(r, s)
R−→
∗

f, f terminál” stač́ı udělat jen když gcd(lt(r), lt(s)) ̸= 1.

Redukované Gröbnerovy báze.

Pod́ıváme na to, jak z dané Gröbnerovy báze vytvořit v jistém smysluminimálńı Gröbnerovu bázi, tzv. redukovanou
bázi. Takové báze jsou mimo jiné mnohem vhodněǰśı pro Algoritmus A.

Pozorováńı 1. R je Gröbnerova báze ⇐⇒ 0 je jediný terminál v ⟨R⟩.

Proof. Dokážeme obě implikace.

“⇒” Každý polynom f ∈ ⟨R⟩ se muśı podle Věty 20.4 přepisovat na 0, f
R−→
∗

0.

“⇐” Mějme r1, r2 ∈ R \ {0} : spol(r1, r2) =: h ∈ ⟨r1, r2⟩ ⊆ ⟨R⟩. Tedy každý S-polynom lež́ı v ⟨R⟩. Chceme f

terminál tak, že h
R−→
∗

f , tedy h− f ∈ ⟨R⟩.

Každý S-polynom se přepisuje na 0, můžeme tedy použ́ıt Větu 21.1., z které vyplývá, že R je Gröbnerova
báze.

Tvrzeńı 21.4. Buď R Gröbnerova báze ideálu I a nechť f, g ∈ R.

(1) Pokud lt(f) | lt(g), pak R \ {g} je také Gröbnerova báze ideálu I.

(2) Pokud g
f−→ h, pak (R \ {g}) ∪ {h} je také Gröbnerova báze ideálu I.

Proof. Dokážeme jednotlivé body.

(1) Využijeme Pozorováńı 1. Pokud se některý polynom v I přepisoval pomoćı g, pak se bude přepisovat také
pomoćı f , jde tedy o Gröbnerovu bázi. Otázka je, jestli toho samého ideálu. K tomu stač́ı dokázat, že

g ∈ ⟨R \ {g}⟩, tedy že g
R\{g}−−−−→

∗
0. Jistě lze přepsat g

f−→ h, pro nějaký polynom h. Přitom h ∈ I a h ≪ g,

tedy h
R−→
∗

0 aniž bychom mohli použ́ıt pravidlo g.

(2) Protože g
f−→ h, tedy g−h ∈ ⟨f⟩, muśı platit ⟨(R\{g})∪{h}⟩ = ⟨R⟩. Opět využijeme Pozorováńı 1. Nastávaj́ı

dvě možnosti:

(a) Přepis g
f−→ h proběhl ve vedoućım členu. Pak je tento př́ıpad totožný s bodem (1).

(b) Přepis g
f−→ h proběhl mimo vedoućı člen. Pak je lt(g) = lt(h), tedy pravidlo

g−→ lze použ́ıt ⇐⇒ lze

použ́ıt pravidlo
h−→.

Definice 16 (Normovaná redukovaná Gröbnerova báze). Gröbnerova báze R se nazývá

� redukovaná, jestlǐze pro žádné f, g ∈ R neplat́ı g
f−→ h pro nějaké h;

� normovaná, jestlǐze pro každé f ∈ R plat́ı lc(f) = 1.

Algoritmus 36 (Redukce Gröbnerovy báze).

vstup: Gröbnerova báze R ideálu I
výstup: normovaná redukovaná Gröbnerova báze ideálu I

1. while existuje f, g ∈ R takové, že g
f−→ h do

if lt(f) | lt(g) then R := R \ {g}
else R := (R \ {g}) ∪ {h}

2. return {f/lc(f) : f ∈ R}

Redukované báze jsou nejen v jistém smyslu minimálńı, ale d̊uležité také je, že jsou jednoznačně určené daným
uspořádáńım na termech.
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Poznámka. V každém pr̊uchodu cyklu v kroku 1, se buď zmenš́ı |R|, nebo je polynom v R nahrazen polynomem
≪-menš́ım. Jelikož je ≫ terminuj́ıćı, tak Algoritmus 36. muśı skončit.

Věta 21. 5. Ke každému ideálu v T [x1, . . . , xk] existuje právě jedna normovaná redukovaná Gröbnerova báze
vzhledem k danému př́ıpustnému uspořádáńı na termech.

Proof. Dokážeme existenci a jednoznačnost.
Existence normované redukované Gröbnerovy báze plyne z právě uvedeného Algoritmu 36.
Dokážeme jednoznačnost. Uvažujme dvě normované redukované báze R,S ideálu I, označme jejich prvky

R = {f1, . . . , fn}, S = {g1, . . . , gm}.

Polynom f1 se muśı přepisovat vzhledem k bázi S na nulu. Existuje tedy polynom gj ∈ S, který přepisuje lt(f1).
Zrovna tak se muśı přepisovat polynom gj vzhledem k bázi R na nulu, takže existuje polynom fi ∈ R, který
přepisuje lt(gj). Speciálně lt(fi) | lt(gj) | lt(f1) a z redukovanosti báze R dostáváme i = 1, tedy lt(f1) = lt(gj).

Vid́ıme, že polynomy v R a S lze jednoznačně napárovat, takže m = n a BÚNO můžeme předpokládat, že
lt(fi) = lt(gi) pro všechna i.
Nyńı si všimněme, že fi − gi ∈ I (protože oba polynomy jsou v I). Přitom to je nutně terminál v R: vedoućı členy
se odečetly, zbylé členy f nelze přepisovat pomoćı R d́ıky podmı́nce redukovanosti báze R, a zbylé členy g nelze
přepisovat pomoćı R d́ıky redukovanosti báze S (protože levé strany pravidel jsou v obou báźıch stejné). Jenže R
je Gröbnerova báze, a ta obsahuje jediný terminál: nulu. Tedy fi = gi pro všechna i.
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2 Ideály, radikály a aplikace.

Ukážeme, jak Gröbnerovy báze slouž́ı pro algoritmickou práci s ideály a radikály, jak lze Buchberger̊uv algoritmus
použ́ıt jako zobecněńı Gaussovy eliminace k řešeńı soustav polynomiálńıch rovnic a jak lze na problém náležeńı
ideálu (resp. radikálu) převést problémy z jiných oblast́ı, konkrétně barveńı grafu a dokazováńı v analytické
geometrii.

Ideály.

Primárńı úloha, kterou metoda Gröbnerových báźı řeš́ı, je problém náležeńı ideálu v oborech T[x1, . . . , xk].

Algoritmus 37 (náležeńı ideálu).

vstup: f, f1, . . . , fm ∈ T [x1, . . . , xk]
výstup: f ∈ ⟨f1, . . . , fm⟩ ?

1. (Algoritmus B) spočti nějakou Gröbnerovu bázi R ideálu ⟨f1, . . . , fm⟩.

2. (Algoritmus A) rozhodni, zda f
R−→
∗

0.

Souvisej́ıćı úlohou je rovnost ideál̊u. Na problém náležeńı ji lze převést následuj́ıćım zp̊usobem:

⟨R⟩ = ⟨S⟩ ⇐⇒ R ⊆ ⟨S⟩ ∧ S ⊆ ⟨R⟩.

To by znamenalo dva výpočty Gröbnerovy báze a spoustu přepisováńı (každý polynom z R bychom přepisovali po-
moćı S, a naopak). Efektivněǰśı je použ́ıt větu 21.5 a porovnat normované redukované Gröbnerovy báze (vzhledem
ke stejnému uspořádáńı).

Algoritmus 38 (rovnost ideál̊u).

vstup: f1, . . . , fn, g1, . . . , gm z T[x1, . . . , xk].
výstup: ⟨f1, . . . , fn⟩ = ⟨g1, . . . , gm⟩ ?

1. spočti normovanou redukovanou Gröbnerovu bázi R ideálu ⟨f1, . . . , fn⟩.
2. spočti normovanou redukovanou Gröbnerovu bázi S ideálu ⟨g1, . . . , gm⟩.
3. rozhodni, zda R = S.

Algebraická geometrie a Radikály.

Základńım konceptem algebraické geometrie je Galoisova korespondence mezi množinami bod̊u prostoru Tk a
množinami polynomů k proměnných nad tělesem T, určená následuj́ıćımi operátory. Pro množiny A ⊆ T k a
R ⊆ T [x1, . . . , xk] definujme

I(A) = {f ∈ T [x1, . . . , xk] : f(a1, . . . , ak) = 0 pro každé (a1, . . . , ak) ∈ A},
V (R) = {(a1, . . . , ak) ∈ T k : f(a1, . . . , ak) = 0 pro každé f ∈ R}.

Množiny tvaru V (R) se nazývaj́ı algebraické množiny a jsou základńım objektem studia algebraické geometrie.
Množiny tvaru I(A) tvoř́ı tzv. radikály v oboru T[x1, . . . , xk] a jsou základńım nástrojem pro práci s algebraickými
množinami.

Definice 17 (Radikál). Ideál I nazveme radikálem, pokud kdykoliv fn ∈ I, pak f ∈ I. Pro daný ideál I definujeme

Rad(I) = {f ∈ T [x1, . . . , xk] : existuje n takové, že fn ∈ I}

a neńı těžké nahlédnout, že Rad(I) je nejmenš́ı radikál obsahuj́ıćı ideál I.
Netriviálńı je uzavřenost na sč́ıtáńı: je-li fn ∈ I a gm ∈ I, pak (f + g)n+m ∈ I, jak plyne z binomické věty.

Stěžejńı vlastnost́ı pro nás bude Hilbertova věta o nulách, která dává do vztahu operátor Rad a operátory I, V .

Věta 22.2. (Hilbertova věta o nulách). Nechť T je algebraicky uzavřené těleso a R ⊆ T [x1, . . . , xk]. Pak

Rad(⟨R⟩) = I(V (R)).
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Důsledek 22.3. (Slabá Hilbertova věta o nulách). Buď T algebraicky uzavřené těleso a R ⊆ T [x1, . . . , xk]. Pak

V (R) = ∅ ⇐⇒ 1 ∈ ⟨R⟩,

tj. právě tehdy, když ⟨R⟩ = ⟨1⟩ = T [x1, . . . , xk].

Proof. Dokážeme obě implikace.

“⇒” Je-li V (R) = ∅, pak Rad(⟨R⟩) = I(V (R)) = T [x1, . . . , xk] a vid́ıme, že 1 ∈ Rad(⟨R⟩), což je z definice
operátoru Rad možné jen tehdy, když 1 = 1n ∈ ⟨R⟩.

“⇐” Pro polynom f = 1 ∈ ⟨R⟩ neexistuje ā takové, že f(ā) = 0, tedy V (⟨R⟩) = V (R) = ∅.

Důsledek 22.4. Buď T algebraicky uzavřené těleso a f, f1, . . . , fn ∈ T [x1, . . . , xk]. Pak

f ∈ I(V (f1, . . . , fn)) ⇐⇒ 1 ∈ ⟨f1, . . . , fn, zf − 1⟩T[x1,...,xk,z],

kde z je nová proměnná.

Proof. Podle předchoźıho d̊usledku stač́ı dokázat, že

f ∈ I(V (f1, . . . , fn)) ⇐⇒ V (f1, . . . , fn, zf − 1) = ∅.

“⇒” Pokud (a1, . . . , ak, b) ∈ V (f1, . . . , fn, zf − 1), pak fi(a1, . . . , ak) = 0 pro všechna i a b · f(a1, . . . , ak) = 1,
takže f(a1, . . . , ak) ̸= 0 a f /∈ I(V (f1, . . . , fn)).

“⇐” Pokud f /∈ I(V (f1, . . . , fn)), pak existuje bod (a1, . . . , ak) ∈ T k takový, že fi(a1, . . . , ak) = 0 pro všechna i,
a přitom f(a1, . . . , ak) = b ̸= 0. To znamená, že (a1, . . . , ak, b

−1) ∈ V (f1, . . . , fn, zf − 1).

Je d̊uležité si uvědomit, že v obou d̊usledćıch je implikace “⇐” platná za všech okolnost́ı, zat́ımco implikace “⇒”
jen pro algebraicky uzavřená tělesa.
Důsledek 22.4 převád́ı problém náležeńı radikálu na problém náležeńı ideálu, alespoň tedy pro algebraicky uzavřená
tělesa.

Algoritmus 39 (náležeńı radikálu, nad algebraicky uzavřeným tělesem).

vstup: f, f1, . . . , fn ∈ T [x1, . . . , xk].
výstup: f ∈ I(V (f1, . . . , fn)) ?

1. spočti nějakou normovanou Gröbnerovu bázi R ideálu ⟨f1, . . . , fn, zf − 1⟩
2. rozhodni, zda 1 ∈ R

Pro tělesa, která nejsou algebraicky uzavřená, máme pouze částečný algoritmus:

� Pokud 1 ∈ R, pak f ∈ I(V (f1, . . . , fn)).

� Pokud 1 /∈ R, pak nemůžeme ř́ıci nic. Je totiž možné, že každý společný kořen polynomů f1, . . . , fn v tělese
T je zároveň kořenem polynomu f , ale existuje nějaký společný kořen v algebraickém uzávěru tělesa T, který
už kořenem f neńı.

Řešeńı soustav a eliminačńı lemma.

Z následuj́ıćıho Eliminačńıho lemmatu plyne, že pokud existuje báze ideálu I, která je v trojúhelńıkovém tvaru
(ve smyslu, prvńı polynom použ́ıvá jen proměnnou x1, daľśı jen x1, x2, atd.), Buchberger̊uv algoritmus ji najde.
Samozřejmě, ne každý ideál takovou bázi má.

Tvrzeńı 22.5. (Eliminačńı lemma). Buď R Gröbnerova báze ideálu I v T[x1, . . . , xk] vzhledem k lexikografickému
uspořádáńı s x1 < x2 < · · · < xk. Pak pro každé i = 1, . . . , k plat́ı

I ∩ T [x1, . . . , xi] = ⟨R ∩ T [x1, . . . , xi]⟩T [x1,...,xi].

Proof. Dokážeme obě inkluze.

⊇: Je očividné.

⊆: Pokud f ∈ I ∩ T [x1, . . . , xi], pak f
R−→
∗

0. Jenže pravidla použ́ıvaj́ıćı proměnné xi+1, . . . , xk jsou mimo hru

kv̊uli velké váze těchto proměnných, takže f se přepisuje na 0 pomoćı pravidel z R ∩ T [x1, . . . , xi]; tato
množina tud́ıž generuje ideál I ∩ T [x1, . . . , xi].
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3 Faktorizace polynomů.

Definice 18 (Gaussovský obor). Obor se nazývá gaussovský, pokud má každý neinvertibilńı nenulový prvek jed-
noznačný rozklad na ireducibilńı činitele.

Definice 19 (Primitivńı polynom). Buď R gaussovský obor. Polynom f ∈ R[x], f = anx
n + . . . + a1x + a0 se

nazývá primitivńı, pokud gcd(an, an−1, . . . , a1, a0) = 1.

Věta. R Gauss̊uv =⇒ R[x] je také Gauss̊uv.

Bezčtvercová faktorizace.

Ukážeme si, jak rozložit daný polynom na součin faktor̊u, které neobsahuj́ı ve svém ireducibilńım rozkladu vyšš́ı
než prvńı mocninu. Tedy f je bezčtvercový, pokud v jeho rozkladu jsou všechny exponenty k1 = · · · = km = 1.

Definice 20 (Bezčtvercový polynom). Polynom f se nazývá bezčtvercový, pokud neexistuje nekonstantńı polynom
g takový, že g2 | f .

Definice 21 (Bezčtvercový rozklad). Bezčtvercovým rozkladem polynomu f rozumı́me po dvou nesoudělné bezčtvercové
polynomy h1, . . . , hk splňuj́ıćı

f = h1 · h2
2 · h3

3 · · · · · hk
k.

Tedy hi obsahuje právě ty ireducibilńı činitele, které se v f vyskytuj́ı v i-té mocnině.

Př́ıklad 3. Bezčtvercovým rozkladem polynomu

f = x8 + x7 − x6 − x5 − x4 − x3 + x2 + x = (x3 + x) · (x− 1)2 · (x+ 1)3

v Z[x] jsou polynomy h1 = x3 + x, h2 = x− 1, h3 = x+ 1.

Lemma 15.1. Buď f polynom z Fq[x], q = pn, takový, že f ′ = 0. Pak f = gp pro nějaký polynom g ∈ Fq[x].

Proof. Pokud f ′ = 0, pak všechny nenulové členy v f muśı mı́t exponent dělitelný p, tj. můžeme psát f =
∑

aix
ip.

Definujme g =
∑

bix
i pro bi taková, že bpi = ai (můžeme volit bi = ap

n−1

i , protože bpi = ap
n

i = ai). Dostaneme
tedy gp =

∑
bpi x

ip = f .

Poznámka. Polynom g budeme značit p
√
f .

Věta 15.2. Buď R gaussovský obor charakteristiky 0 nebo R = Fq, a buď f primitivńı polynom z R[x].

(1) f je bezčtvercový právě tehdy, když gcd(f, f ′) = 1.

(2) Buď f =
∏k

i=1 h
i
i bezčtvercový rozklad. Pak

(a) pokud char(R) = 0, pak gcd(f, f ′) =
∏k

i=1 h
i−1
i ;

(b) pokud R = Fq, q = pn, pak gcd(f, f ′) =
∏

p|i h
i
i ·
∏

p∤i h
i−1
i .

Proof. Nejprve dokážeme bod (1).

“⇐” Předpokládejme, že f neńı bezčtvercový. Pak f = g2 ·h pro nějaké netriviálńı g, h a po zderivováńı dostáváme
f ′ = 2gg′h+ g2h′. Tedy g je společný dělitel f i f ′, spor.

“⇒” Buď f =
∏m

i=1 gi ireducibilńı rozklad. Pak

f ′ = g′1 · g2 . . . gm + g1 · g′2 · g3 . . . gm + · · ·+ g1 . . . gm−1 · g′m.

Předpokládejme, že f a f ′ maj́ı nějakého netriviálńıho společného dělitele. Pak existuje i nějaký ireducibilńı
společný dělitel, a ten je roven některému gi. Protože gi děĺı f

′ a přitom se vyskytuje ve všech členech výše
uvedeného součtu kromě i-tého, muśı gi dělit i i-tý člen, tj. gi | g1 . . . gi−1g

′
igi+1 . . . gm. Protože gi ∤ gj pro

žádné j ̸= i, muśı gi dělit g
′
i. Jenže deg g′i < deg gi, a tedy g′i = 0. V př́ıpadě charakteristiky 0 to znamená,

že je gi konstantńı, spor. V př́ıpadě konečných těles může ještě nastat možnost, že gi = gp pro nějaký
(nekonstantńı) polynom g, to je ale ve sporu s ireducibilitou gi.

Nyńı dokážeme bod (2). Předpokládejme tedy, že f =
∏k

i=1 h
i
i je bezčtvercový rozklad.

14



(2a) Derivaćı bezčtvercového rozkladu f dostáváme

f ′ =

k∑
j=1

(hj
j)

′ ·
∏
i̸=j

hi
i =

k∑
j=1

j · hj−1
j · h′

j ·
∏
i ̸=j

hi
i.

Vid́ıme, že
∏k

i=1 h
i−1
i je společným dělitelem polynomů f a f ′. Dokážeme, že to je nejvěťśı společný dělitel.

Předpokládejme, že ne, tedy že existuje nekonstantńı polynom g, který děĺı oba polynomy

f∏k
i=1 h

i−1
i

=

k∏
i=1

hi,
f ′∏k

i=1 h
i−1
i

=

k∑
j=1

j · h′
j ·
∏
i ̸=j

hi.

Opět můžeme předpokládat, že je polynom g ireducibilńı a tedy že g | hm pro nějaké m. Podobně jako v

bodě (1), protože se hm vyskytuje ve všech členech součtu
∑k

j=1 . . . kromě m-tého, muśı g dělit mh′
m. Jenže

polynom hm je bezčtvercový, tedy podle (1) je nesoudělný s h′
m, spor.

(2b) Derivace má stejné vyjádřeńı jako v předchoźım př́ıpadě; protože v charakteristice p vypadnou všechny členy,
kde p | j, dostáváme

f ′ =

k∑
j=1

j · hj−1
j · h′

j ·
∏
i ̸=j

hi
i =

∏
p|i

hi
i ·

∑
p∤j

j · hj−1
j · h′

j ·
∏

p∤i,i ̸=j

hi
i


a vid́ıme, že ∏

p|i

hi
i ·
∏
p∤i

hi−1
i

je společným dělitelem polynomů f, f ′. Podobně jako v předchoźım př́ıpadě se dokáže, že jde o největš́ıho
společného dělitele.

Algoritmus 23 (bezčtvercová faktorizace v charakteristice 0).

vstup: f ∈ R[x] nekonstantńı primitivńı.
výstup: bezčtvercový rozklad h1, . . . , hk nějakého polynomu asociovaného s f .

1. f1 := gcd(f, f ′), g1 := f/f1, j := 1

2. while deg gj > 0 do

gj+1 := gcd(fj , gj), fj+1 := fj/gj+1, hj := gj/gj+1

j := j + 1

3. return h1, . . . , hj−1

Tvrzeńı 15.3. Algoritmus 23 funguje.

Proof. Mějme na vstupu polynom f =
∏k

i=1 h
i
i. Stač́ı formálně ověřit indukćı, že fj ∥

∏
i≥j+1 h

i−j
i a gj ∥

∏
i≥j hi.

Z toho plyne, že skutečně hj ∥ gj/gj+1, a také že se algoritmus zastav́ı pro j = k+1. Pro j = 1 obě tvrzeńı plynou
z věty 15.2. V indukčńım kroku pak

gj+1 ∥ gcd(fj , gj) = gcd(
∏

i≥j+1

hi−j
i ,

∏
i≥j

hi) =
∏

i≥j+1

hi,

a tud́ıž fj+1 = fj/gj+1 ∥
∏

i≥j+1 h
i−j
i /

∏
i≥j+1 hi =

∏
i≥j+2 h

i−j−1
i .

Důkaz správnosti následuj́ıćıho algoritmu je analogický jako pro Algoritmus 23.
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Algoritmus 24 (bezčtvercová faktorizace nad konečnými tělesy).

vstup: f ∈ Fq[x] nekonstantńı.
výstup: bezčtvercový rozklad h1, . . . , hk nějakého polynomu asociovaného s f .

0. if f ′ = 0 goto 3.

1. f1 := gcd(f, f ′), g1 := f/f1, j := 1

2. while deg gj > 0 do

gj+1 := gcd(fj , gj), fj+1 := fj/gj+1, hj := gj/gj+1

j := j + 1
f := fj

3. if deg f = 0 then return h1, . . . , hj−1

else spočti bezčtvercovou faktorizaci hp, h2p, . . . , hlp polynomu p
√
f , return h1, h2, . . . , hmax(j−1,lp)

Faktorizace polynomů nad konečným tělesem.

Nejjednodušš́ım faktorizačńım algoritmem v Fq[x] je Berlekamp̊uv algoritmus. Jeho složitost vzhledem ke stupni
daného polynomu je kubická, nevýhodou jeho základńı verze je exponenciálńı složitost vzhledem k ℓ(q). Vstupem
je monický bezčtvercový polynom.
Principem Berlekampova algoritmu je následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 16.1. Buď f monický bezčtvercový polynom z Fq[x] a uvažujme nekonstantńı polynom h ∈ Fq[x] splňuj́ıćı

hq ≡ h (mod f).

Pak
f =

∏
a∈Fq

gcd(f, h− a).

Proof. Polynomy h− a jsou po dvou nesoudělné (protože gcd(h− a1, h− a2) = gcd(h− a1, a1 − a2) = 1), tedy po
dvou nesoudělné jsou i polynomy gcd(f, h − a). Protože každý z nich děĺı polynom f , tak i

∏
a∈Fq

gcd(f, h − a)

děĺı f . Zbývá dokázat opak. Buď f = g1g2 . . . gm rozklad f na ireducibilńı činitele. Z předpokladu plyne,
že f | hq − h, a tedy podle tvrzeńı 1.3 dosazeńım polynomu h za proměnnou x dostaneme f |

∏
a∈Fq

(h − a).
Protože jsou gi ireducibilńı a h − a po dvou nesoudělné, pro každé i existuje právě jeden prvek a ∈ Fq takový,
že gi | h − a, a tedy také gi | gcd(f, h − a). Dı́ky bezčtvercovosti jsou polynomy gi po dvou nesoudělné, takže
f = g1 . . . gm |

∏
a∈Fq

gcd(f, h − a). Zjistili jsme, že polynomy f a
∏

a∈Fq
gcd(f, h − a) se navzájem děĺı. Protože

jsou oba monické, jsou stejné.

Tvrzeńı poskytuje netriviálńı rozklad polynomu f , kdykoliv do něj dosad́ıme (nekonstantńı) polynom h stupně
menš́ıho než deg f . Otázka je, kde takový h vźıt. Označme

W = {h ∈ Fq[x] : deg h < deg f, hq ≡ h (mod f)}.

Daľśı tvrzeńı vypov́ıdá o struktuře této množiny.

Tvrzeńı 16.2. Nechť f je bezčtvercový polynom z Fq[x] s ireducibilńım rozkladem f = g1g2 . . . gm. Pak

(1) pro každý polynom h ∈ W a každé i je
h mod gi ∈ Fq,

(2) množina W tvoř́ı vektorový prostor nad Fq dimenze m a zobrazeńı

φ : W → (Fq)
m, h 7→ (h mod g1, . . . , h mod gm)

je izomorfismus vektorových prostor̊u.

Proof. Dokážeme oba body.

(1) V d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı jsme viděli, že pro každý nekonstantńı polynom h ∈ W a každé i existuje prvek
a ∈ Fq takový, že gi | h− a. Čili h mod gi = a ∈ Fq. Pro konstantńı polynomy je tvrzeńı triviálńı.

(2) Uvedené zobrazeńı zřejmě zachovává sč́ıtáńı a skalárńı násobeńı. Pokud ověř́ıme, že jde o bijekci, W bude
vektorovým prostorem nad Fq a φ izomorfismus. Zvolme libovolný vektor (a1, . . . , am) ∈ Fm

q a uvažujme
soustavu kongruenćı h ≡ ai (mod gi), i = 1, . . . ,m. Protože jsou gi po dvou nesoudělné (z bezčtvercovosti),

16



zobecněná č́ınská věta o zbytćıch 6.3 zaručuje právě jedno řešeńı h modulo g1 . . . gm = f stupně < deg f .
Přitom podle tvrzeńı 1.2

hq ≡ aqi = ai ≡ h (mod gi),

a tedy d́ıky nesoudělnosti plat́ı hq ≡ h modulo g1 . . . gm = f . Zobrazeńı φ je tedy bijekce, jediným vzorem
vektoru (a1, . . . , am) je uvedený polynom h.

Hledáńı prvk̊u W .

Zbývá vyřešit otázku, jak nějaké netriviálńı prvky W nalézt. Označme n = deg f . Uvažujme polynom

h = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 ∈ Fq[x].

Zaj́ımá nás, kdy hq ≡ h (mod f), neboli kdy hq mod f = h. Z tvrzeńı 1.1 a 1.2 vid́ıme, že

hq =

(
n−1∑
i=0

aix
i

)q

=

n−1∑
i=0

(aix
i)q =

n−1∑
i=0

aqix
iq =

n−1∑
i=0

aix
iq.

Označ́ıme-li qi,j koeficienty polynomu xjq mod f , tj.

1 = x0 mod f = q0,0 + q1,0x+ · · ·+ qn−1,0x
n−1

xq mod f = q0,1 + q1,1x+ · · ·+ qn−1,1x
n−1

. . . . . .

x(n−1)q mod f = q0,n−1 + q1,n−1x+ · · ·+ qn−1,n−1x
n−1,

pak

hq mod f =

n−1∑
j=0

ajx
jq

 mod f =

n−1∑
j=0

aj(x
jq mod f) =

n−1∑
j=0

(
aj

n−1∑
i=0

qi,jx
i

)
=

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

qi,jaj

xi.

Označ́ıme-li koeficienty hq mod f = b0 + b1x+ . . . bn−1x
n−1, pak lze odvozený vztah zapsat maticově jako

b0
b1
...

bn−1

 = Q ·


a0
a1
...

an−1

 , kde Q =


q0,0 q0,1 . . . q0,n−1

q1,0 q1,1 . . . q1,n−1

...
...

. . .
...

qn−1,0 qn−1,1 . . . qn−1,n−1


Rovnost hq mod f = h tedy nastane právě tehdy, když

Q · (a0, . . . , an−1)
T = (a0, . . . , an−1)

T ,

tedy právě tehdy, když
(Q− E) · (a0, . . . , an−1)

T = (0, 0, . . . , 0)T

(zde E znač́ı jednotkovou matici). Odvodili jsme následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 16.3. Buď Q matice n× n jej́ı̌z sloupce tvoř́ı koeficienty polynom̊u

1, xq mod f, x2q mod f, . . . , x(n−1)q mod f.

Pak polynom h = a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1 lež́ı ve W právě tehdy, když (a0, . . . , an−1) je řešeńım homogenńı

soustavy rovnic s matićı Q− E.

Podle Tvrzeńı 16.2 je dimenze prostoru W rovná počtu ireducibilńıch faktor̊u polynomu f , a to je rovno dimenzi
prostoru řešeńı uvedené soustavy, tj. hodnotě n − h(Q − E), kde h znač́ı hodnost matice. Všimněte si, že prvńı
sloupec maticeQ−E je nulový, takže vektory (a, 0, 0, . . . , 0) jsou vždy řešeńım; tyto vektory odpov́ıdaj́ı konstantńım
polynomům ve W , které nás nezaj́ımaj́ı, protože neposkytuj́ı netriviálńı rozklad.
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Berlekamp̊uv algoritmus.

Kostra Berlekampova algoritmu je následuj́ıćı:

1. Gaussovou eliminaćı vyřeš́ıme soustavu rovnic s matićı Q−E. Je-li dimenze prostoru řešeńı 1, polynom f je
ireducibilńı. V opačném př́ıpadě vezmeme libovolné řešeńı dané soustavy r̊uzné od (a, 0, 0, . . . , 0) a označ́ıme
př́ıslušný polynom h.

2. Ze vzorce z tvrzeńı 16.1 źıskáme netriviálńı rozklad f = g1g2 . . . gl.

3. Pokud je l rovno dimenzi prostoru řešeńı, jsme hotovi. V opačném př́ıpadě pokračujeme rekurzivně pro každý
polynom g1, g2, . . . , gl.

Algoritmus 25 (Berlekamp̊uv).

vstup: f ∈ Fq[x] bezčtvercový monický polynom stupně n.
výstup: ireducibilńı rozklad g1, . . . , gm polynomu f v Fq[x].

1. Q := matice se sloupci x0 mod f, xq mod f, . . . , x(n−1)q mod f

2. spočti bázi h1 = 1, h2, . . . , hm prostoru řešeńı soustavy rovnic (Q− E)h = 0

3. i := 2, F := {f}
4. while |F | < m do

nahraď každé g ∈ F netriviálńımi faktory z rozkladu

g =
∏
a∈Fq

gcd(g, hi − a)

i := i+ 1
5. return F

Tvrzeńı 16.4. Algoritmus 25 funguje.

Proof. K d̊ukazu správnosti zbývá ukázat, že každé dva r̊uzné ireducibilńı faktory polynomu f budou odděleny
pomoćı nějakého polynomu hk, tedy že pro každé i, j existuje k a r̊uzné prvky a, b ∈ Fq takové, že gi | gcd(f, hk−a) a
gj | gcd(f, hk−b). Protože gi, gj | f , stač́ı hledat k, a, b taková, že gi | hk−a a gj | hk−b, tj. taková, že hk mod gi = a
a hk mod gj = b. Ještě jinými slovy, pro každé i, j hledáme k takové, že hk mod gi ̸= hk mod gj . Existence takového
k plyne snadno z Tvrzeńı 16.2 : vektory φ(h1), . . . , φ(hm) tvoř́ı bázi prostoru (Fq)

m, neńı tedy možné, aby měly
všechny stejnou i-tou a j-tou složku – připomeňme, že φ(h) = (. . . , h mod gi, . . . , h mod gj , . . . ).

Tvrzeńı 16.5. Časová složitost algoritmu 25 v tělese Fq je O(n3qℓ(q)2).

Proof. Nejprve spočteme mocninu xq mod f binárńım algoritmem se složitost́ı O(n2ℓ(q)3). V kroku 1. při výpočtu
matice Q využijeme vztahu

xiq mod f = (x(i−1)q mod f) · xq mod f,

takže potřebujeme n děleńı se zbytkem v Fq[x], přičemž děĺıme xq-násobek předchoźıho polynomu (stupně < 2n)
polynomem f stupně n. Krok 1. tedy má složitost O(n3ℓ(q)3). Časová složitost Gaussovy eliminace matice Q−E
velikosti n × n nad tělesem Fq je O(n3ℓ(q)2). Cyklus v kroku 4. projdeme nejvýše m-krát, m ≤ n. Při daném
pr̊uchodu pro každý prvek g ∈ F poč́ıtáme gcd(g, hi − a) pro každé a ∈ Fq, tedy celkem q výpočt̊u NSD s každým
g. Celková složitost kroku 4. tedy bude

m · q ·
∑
g∈F

O(ndeg g ℓ(q)2) = O

n2qℓ(q)2

∑
g∈F

deg g

 = O(n3qℓ(q)2).
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Faktorizace v Z[x] a Henselovo zdviháńı.

Celkový postup faktorizace v Z[x] lze shrnout následuj́ıćım schématem:

bezčtvercový polynom ze Z[x]
↓ Berlekamp̊uv algoritmus

ireducibilńı rozklad v Zp[x]

↓ Henselovo zdviháńı

ireducibilńı rozklad v Zpk [x]

↓ kombinace faktor̊u

ireducibilńı rozklad v Z[x]

Henselovo zdviháńı využ́ıvá jeden pomocný algoritmus, který částečně zobecňuje Bézoutovu rovnost.

Tvrzeńı 17. 1. Buď T těleso, f, g, h nenulové polynomy z T[x] a předpokládejme, že g, h jsou nesoudělné a
deg f < deg g + deg h. Pak existuje právě jedna dvojice polynom̊u u, v ∈ T [x] splňuj́ıćı

f = u · g + v · h

a zároveň deg u < deg h,deg v < deg g.

Proof. Nejprve dokážeme jednoznačnost. Je-li

f = u1g + v1h = u2g + v2h,

pak g(u1 − u2) = h(v2 − v1), a protože g děĺı levou stranu rovnosti, muśı dělit také pravou stranu. Protože jsou
g, h nesoudělné, muśı g dělit v2 − v1. Ovšem deg(v2 − v1) < deg g, a tedy v2 − v1 = 0 i u1 − u2 = 0.
Nyńı dokážeme existenci. Protože jsou g, h nesoudělné, Bézoutova rovnost dává u0, v0 ∈ T [x] splňuj́ıćı 1 =
u0g + v0h. Pak samozřejmě f = u0fg + v0fh, ovšem nejsṕı̌s nebude splněna podmı́nka na stupně. Položme

u = u0f mod h a v = v0f + g · (u0f div h).

Ověř́ıme, že f = ug + vh. Protože u0f = (u0f div h)h+ u0f mod h, dostáváme

ug + vh = (u0f mod h)g + v0fh+ g(u0f div h)h

= (u0f mod h)g + v0fh+ u0fg − (u0f mod h)g = u0fg + v0fh = f.

Přitom zřejmě deg u < deg h a druhá nerovnost, totiž deg v < deg g, plyne z toho, že v rovnosti f − ug = vh jsou
oba polynomy na levé straně stupně < deg g + deg h.

Poznámka. Tvrzeńı 17.1. plat́ı i pro f = 0.

Na základě d̊ukazu můžeme zformulovat jednoduchý algoritmus, který uvedené polynomy u, v najde:

Algoritmus 26 .

vstup: f, g, h splňuj́ıćı podmı́nky Tvrzeńı 17.1
výstup: u, v splňuj́ıćı podmı́nky Tvrzeńı 17.1

1. spočti u0, v0 splňuj́ıćı 1 = u0g + v0h

2. return u = u0f mod h, v = v0f + g · (u0f div h)

Nejnáročněǰśı operaćı je výpočet Bézoutových koeficient̊u v kroku 1. Složitost Algoritmu 26 je tedy asymptoticky
stejná, jako výpočet NSD v tělese T. Speciálně, pro konečné těleso Fq dostáváme časovou složitost

O((deg g + deg h)2ℓ(q)2).

Tvrzeńı 17.2. Buď T těleso, f, g1, . . . , gm nenulové polynomy z T[x] a předpokládejme, že g1, . . . , gm jsou po dvou
nesoudělné a deg f < deg g1 + · · · + deg gm. Označme g̃i =

∏
j ̸=i gj. Pak existuje právě jedna m-tice polynom̊u

u1, . . . , um ∈ T [x] splňuj́ıćı
f = u1 · g̃1 + · · ·+ um · g̃m

a zároveň deg ui < deg gi pro všechna i.
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Proof. Dokážeme jednoznačnost a existenci.
Jednoznačnost se dokáže analogicky jako v předchoźım tvrzeńı. To využijeme i k d̊ukazu existence.
Označme g∗i = gi · gi+1 . . . gm (rozumı́ se g∗m = 1) a položme d0 = f . Pro každé i = 1, . . . ,m zvolme pomoćı tvrzeńı
17.1 prvky di, ui splňuj́ıćı

di−1 = digi + uig
∗
i , deg di < deg g∗i , deg ui < deg gi.

Všimněte si, že deg di−1 < deg gi + deg g∗i , a tedy Tvrzeńı 17.1 skutečně můžeme použ́ıt. Je třeba ověřit, že

f =

m∑
i=1

uig̃i.

Přepǐsme
uig̃i = uig

∗
i · g1 . . . gi−1 = (di−1 − digi) · g1 . . . gi−1.

Označ́ıme-li ei = di · g1 . . . gi (rozumı́ se e0 = d0), máme uig̃i = ei−1 − ei, a tedy

m∑
i=1

uig̃i = (e0 − e1) + (e1 − e2) + · · ·+ (em−1 − em) = e0 − em = d0 − 0 = f.

Využ́ıváme toho, že deg dm < deg g∗m = 0, a tedy dm = em = 0.

Algoritmus 27 .

vstup: f, g1, . . . , gm splňuj́ıćı podmı́nky Tvrzeńı 17.2
výstup: u1, . . . , um splňuj́ıćı podmı́nky Tvrzeńı 17.2

1. polož d := f, g∗ :=
∏

gi.

2. for i = 1, . . . ,m do
g∗ := g∗/gi
spočti d̄, ui splňuj́ıćı d = d̄gi + uig

∗ a deg d̄ < deg g∗,deg ui < deg gi
d := d̄

3. return u1, . . . , um

V kroku 2. se k výpočtu d̄, ui použije Algoritmus 26. Proto časová složitost je asymptoticky stejná, jako m-krát
opakovaný Algoritmus 26.
Zformulujeme a dokážeme kĺıčovou větu o zdviháńı. Jej́ı d̊ukaz bude opět konstruktivńı a na jeho základě zformu-
lujeme Hensel̊uv algoritmus.

Věta 17. 3. (Henselovo lemma). Buď f primitivńı polynom v Z[x], p prvoč́ıslo, které neděĺı lc(f), a nechť
g1, . . . , gm ∈ Zp[x] jsou po dvou nesoudělné polynomy splňuj́ıćı

f ≡ g1 · · · · · gm (mod p),

přičemž lc(g1) = lc(f) mod p a lc(g2) = · · · = lc(gm) = 1. Pak pro všechna k přirozená existuj́ı g
(k)
1 , . . . , g

(k)
m ∈

Zpk [x] splňuj́ıćı

f ≡ g
(k)
1 · · · · · g(k)m (mod pk),

přičemž lc(g
(k)
1 ) = lc(f) mod pk a lc(g

(k)
2 ) = · · · = lc(g

(k)
m ) = 1 a pro všechna i plat́ı

g
(k)
i ≡ gi (mod p).

Proof. Důkaz provedeme indukćı podle k. Pro k = 1 voĺıme g
(1)
i = gi.

Předpokládejme tedy, že máme g
(k)
1 , . . . , g

(k)
m splňuj́ıćı podmı́nky věty, zkonstruujeme g

(k+1)
1 , . . . , g

(k+1)
m . Nejprve

předefinujeme g
(k)
1 tak, že nahrad́ıme jeho vedoućı koeficient za lc(f) mod pk+1. Buď d ∈ Zp[x] polynom stupně

< deg f takový, že

f − g
(k)
1 . . . g(k)m ≡ pkd (mod pk+1).

(Takový polynom existuje, protože deg g
(k)
1 . . . g

(k)
m = deg f a vedoućı koeficienty obou polynomů jsou modulo pk+1

stejné.) Položme

g
(k+1)
i = (g

(k)
i + pkui) mod pk+1,

kde ui jsou polynomy ze Zp[x] splňuj́ıćı

d ≡
m∑
i=1

uig̃
(k)
i (mod p), deg ui < deg g

(k)
i .
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Existence takových ui plyne z tvrzeńı 17.2, opět znač́ıme g̃
(k)
i =

∏
j ̸=i g

(k)
j . Ověř́ıme, že takto definovaná g

(k+1)
i

splňuj́ı podmı́nky věty, tj. že

(1) f ≡ g
(k+1)
1 . . . g

(k+1)
m (mod pk+1);

(2) g
(k+1)
i ≡ gi (mod p) pro všechna i;

(3) plat́ı podmı́nky na vedoućı členy polynomů g
(k+1)
1 , . . . , g

(k+1)
m .

Plat́ı

g
(k+1)
1 . . . g(k+1)

m ≡ (g
(k)
1 + pku1) . . . (g

(k)
m + pkum)

= g
(k)
1 . . . g(k)m + pk ·

(
m∑
i=1

uig̃
(k)
i

)
+ (pk)2 · (zbytek)

≡ g
(k)
1 . . . g(k)m + pk ·

(
m∑
i=1

uig̃
(k)
i

)
(mod pk+1).

Protože g
(k)
1 . . . g

(k)
m ≡ f − pkd (mod pk+1), dostáváme

g
(k+1)
1 . . . g(k+1)

m ≡ f + pk

(
m∑
i=1

uig̃
(k)
i − d

)
(mod pk+1).

Vzpomeneme si, že jsme volili polynomy ui tak, aby
m∑
i=1

uig̃
(k)
i ≡

m∑
i=1

uig̃i ≡ d (mod p), dostaneme tak (1).

K d̊ukazu (2) stač́ı použ́ıt indukčńı předpoklad: protože g
(k)
i ≡ gi (mod p), tak

g
(k+1)
i ≡ g

(k)
i + pkui ≡ g

(k)
i ≡ gi (mod p).

Vedoućı koeficienty polynomů g
(k+1)
i z̊ustanou stejné jako u (přepsaných) g

(k)
i , protože deg ui < deg gi = deg g

(k)
i .

Na základě d̊ukazu můžeme ihned zformulovat algoritmus, který provád́ı Henselovo zdviháńı (na rozd́ıl od postupu
předvedeného v př́ıkladě poměrně rychle).

Algoritmus 28 (Henselovo zdviháńı).

vstup: f, g1, . . . , gm jako ve Větě 17.3, K, p

výstup: g
(K)
1 , . . . , g

(K)
m jako ve Větě 17.3

1. pro všechna i spočti g̃i :=
∏

j ̸=i gj mod p

2. for k = 1, . . . ,K − 1 do
nahraď vedoućı člen g1 za lc(f) mod pk+1

d := (f − g1 · · · · · gm)/pk mod p
spočti u1, . . . , um splňuj́ıćı d ≡

∑m
i=1 uig̃i (mod p) a deg ui < deg gi

gi := (gi + pkui) mod pk+1, pro všechna i
3. return g1, . . . , gm

Tvrzeńı 17.4. Časová složitost algoritmu 28 je O(Kmn2ℓ(p)2), kde n = deg f .

Proof. V každém kroku cyklu provád́ıme několik násobeńı, děleńı, sč́ıtáńı a předevš́ım algoritmus 27 v tělese Zp.
Neńı těžké nahlédnout, že právě tento pomocný algoritmus má rozhoduj́ıćı složitost.

Tvrzeńı 14.6. (Landau-Mignottova mez). Buď f =
∑n

i=0 aix
i a h =

∑k
i=0 cix

i dva polynomy ze Z[x] takové, že
h | f . Pak

k∑
i=0

|ci| ≤ 2k ·
∣∣∣∣ ckan

∣∣∣∣ ·
√√√√ n∑

i=0

a2i .

Protože vedoućı člen NSD děĺı vedoućı členy obou daných polynomů, dostáváme následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 14.7. Buď f =
∑n

i=0 aix
i a g =

∑m
i=0 bix

i dva polynomy ze Z[x]. Pak

|mc(gcd(f, g))| ≤ 2min(m,n) · | gcd(an, bm)| ·min

 1

|an|

√√√√ n∑
i=0

a2i ,
1

|bm|

√√√√ m∑
i=0

b2i

 .

21



Označ́ıme-li tedy

LM(f) = 2n ·

√√√√ n∑
i=0

a2i ,

pak všechny koeficienty jakéhokoliv dělitele polynomu f v Z[x] jsou v absolutńı hodnotě menš́ı než LM(f). Zvoĺıme-
li tedy k tak, aby pk > 2 · LM(f), máme částečně vyhráno.

Budeme postupně zkoušet r̊uzné kombinace nalezených faktor̊u, od menš́ıch k větš́ım. Situaci komplikuje vedoućı
člen: s ńım se vypořádáme tak, že kandidáta na dělitele přenásob́ıme vedoućım koeficientem polynomu f mod pk

a z výsledku vezmeme primitivńı část (v Z[x]). Aby to celé fungovalo, muśıme k volit tak, aby

pk > 2 · LM(f) · |lc(f)|.

Nejjednodušš́ım zp̊usobem je prosté zkoušeńı každého faktoru s každým, nazývá se Zassenhausova metoda.

Algoritmus 29 (kombinace faktor̊u, podle Zassenhause).

vstup: f ∈ Z[x], pk > 2 · |lc(f)| · LM(f), g1, . . . , gm výstup z Algoritmu 28
výstup: ireducibilńı rozklad h1, . . . , hl polynomu f v Z[x]

1. C := {2, . . . ,m}, l := 0, t := 0,

2. while |C| > t do
t := t+ 1
for each i1, . . . , it ∈ C r̊uzná do

g := lc(f) · gi1 · · · · · git mod pk

g := pp(g)
if g | f then l := l + 1, hl := g, f := f

g , C := C \ {i1, . . . , it}
3. return h1, . . . , hl, f

Zde C je množina index̊u dosud nepoužitých faktor̊u, t určuje, kolik faktor̊u zkouš́ıme kombinovat dohromady, a l
je č́ıtač výstupu. Cyklus prob́ıhá pro t od jedné dokud v množině C zbývá alespoň t nepoužitých index̊u.

Nyńı můžeme zformulovat celý algoritmus na faktorizaci v Z[x]. V modulárńıch algoritmech reprezentujeme č́ısla
modulo n v intervalu [−n

2 + 1, . . . , ⌊n
2 ⌋].

Algoritmus 30 (Berlekamp-Hensel̊uv).

vstup: f ∈ Z[x] primitivńı
výstup: ireducibilńı rozklad g1, . . . , gm polynomu f v Z[x]

1. Algoritmus 23 : h1, . . . , hu := bezčtvercový rozklad polynomu f

2. for i = 1, . . . , u do
zvol nejmenš́ı prvoč́ıslo p takové, že p ∤ lc(hi) a hi mod p je bezčtvercový v Zp[x]
najdi nejmenš́ı k takové, že pk > 2 · |lc(hi)| · LM(hi)
Algoritmus 25 : gi1, . . . , gimi := ireducibilńı rozklad hi mod p v Zp[x]

takový, že lc(gi1) = lc(hi) mod p a lc(gi2) = · · · = lc(gimi
) = 1

Algoritmus 28 : ḡi1, . . . , ḡimi
:= ireducibilńı rozklad hi mod pk v Zpk [x]

takový, že lc(ḡi1) = lc(hi) mod pk a lc(ḡi2) = · · · = lc(ḡimi
) = 1

Algoritmus 29 : g̃i1, . . . , g̃ili := ireducibilńı rozklad hi v Z[x]
3. return g̃11, . . . , g̃1l1 , g̃

2
21, . . . , g̃

2
2l2

, . . . , g̃uu1, . . . , g̃
u
ulu
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